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Purpose: A finite element model with two nodes and four degrees of freedom per node (horizontal and
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Results:

The proposed element gives accurate results based on the comparisons with the available literature and
ANSYS® finite element modal analysis results. Taper ratio and boundary conditions considerably affect the
natural frequencies. Modal curvature changes are very successful in locating damages on the beam in
comparison with the changes in mode shapes and modal slopes.

Conclusion:

The finite element proposed in this study has very effective in determining the modal characteristics of
tapered beams including multiple damages. Its results can be directly used to determine the crack locations
very accurately since it provides the exact modal curvature values as a result of the eigenvalue problem.
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ONECIKANLAR
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e  Koniklik orani ve sinir gartlarinin modal karakteristikler iizerindeki etkisi
e  Modal egrilik degisimi ile hasar konumlarinin belirlenmesi

Makale Bilgileri OZET

Aragtirma Makalesi Bu ¢alismada, hasarli konik kiriglerin serbest titresim analizleri i¢in iki diigiim noktali ve her bir digim

Gelis: 29.03.2020 noktasinda dorder serbestligi (yatay ve diisey 6telenme, donme ve egrilik) bulunan bir sonlu eleman modeli

Kabul: 20.10.2020 sunulmustur. Degisken kesitli Bernoulli — Euler kirisi i¢in rijitlik ve kiitle matrisleri Galerkin yontemi ile
elde edilmistir. Sonlu eleman formiilasyonunda, uzama titresimleri i¢in dogrusal Lagrange, egilme

DOI: titresimleri igin ise besinci dereceden Hermit polinomlari seg¢ilmistir. Hasarin tanimlanmasi i¢in eleman

10.17341/gazimmfd.711044 rijitlik matrisi bir rijitlik kaybi katsayisi ile carpilmustir. Hasar sebebiyle eleman kiitle matrisinde degisim
olmadig1 kabul edilmigtir. Onerilen elemanin dogrulugu, literatiirdeki ¢aligmalarla karsilastirmalar yapilarak

Anahtar Kelimeler: gosterilmigtir. Modal egrilik degisiminin hasar (gatlak) konumlarinin bulunmasindaki bagarisini géstermek
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Article Info ABSTRACT

Research Article In this study, a finite element model with two nodes and four degrees of freedom per node (horizontal and

Received: 29.03.2020 vertical translations, rotation and curvature) is presented for free vibration analysis of tapered beams with

Accepted: 20.10.2020 damages. Element stiffness and mass matrices for Bernoulli-Euler beam with variable cross-section are
derived by using the Galerkin method. In the finite element formulation, linear Lagrange polynomials for

DOLI: extensional vibrations and fifth-order Hermitian polynomials for bending vibrations are chosen. Damage is

10.17341/gazimmfd. 711044 introduced by a stiffness loss coefficient to the element stiffness matrix. The element mass matrix is assumed

to be unchanged due to the damage effect. The accuracy of the proposed element is shown by comparison
Keywords: with available literature. Some numerical results are presented to show the success of modal curvature change
in finding damage (crack) locations.

Tapered beam,
Damage,

finite element method,
free vibration,

modal curvature

*Sorumlu Yazar/Yazarlar / *Corresponding Author/Authors *volkan@ktu.edu.tr, sebahatkaraca@ktu.edu.tr, sdilaragunes@gmail.com / Tel: +90 530 223 2169
842


https://orcid.org/0000-0003-1392-4483
https://orcid.org/0000-0001-5941-031X
https://orcid.org/0000-0001-8104-5435

Kahya ve ark. / Journal of the Faculty of Engineering and Architecture of Gazi University 36:2 (2021) 841-854

1. GIRIS (INTRODUCTION)

Giintimiiz yapilarinda giivenlik ve estetik agidan en iist
seviyeye en az maliyetle ulasilmak istenilmesi, yapidaki
fazla malzemenin en aza indirilmesini gerektirmekte; bu da
yapisal tastyici elemanlarin (kiris, kolon vb.) degisken kesitli
olarak yapilmasi sonucunu ortaya ¢ikarmaktadir. Degisken
kesitli kirigler, insaat, makine, havacilik ve gemi
miihendisliginde yapisal tastyict elemanlar olarak yaygin
kullanima sahiptirler. Bu sebeple, bu tiir yapisal elemanlarin
dinamik o6zelliklerinin anlagilmasit énemli bir konu olarak
karsimiza ¢ikmaktadir.

Kirigler, genelde catlak tipi hasarlarin meydana geldigi
tastyict elemanlardir. Yapida hasar, rijitlik kaybina sebep
olmakta ve dolayisiyla sistemin genel davranigii onemli
olciide etkilemektedir. Bu sebeple, yapisal hasarlarin tespiti
ve bunlara karst gerekli 6nlemlerin alinmasi can ve mal
kayiplarinin 6niine gegilebilmesi i¢in hayati Sneme sahiptir.
Yapisal hasarlarin tespitinde gesitli yontemler kullanilmakla
birlikte, uygulama kolayligi ve digerlerine gore daha
ekonomik olmalar1 sebebiyle titresim karakteristiklerine
(dogal frekans, mod sekli ve tiirevleri, soniim) dayali hasar
tespiti son yillarda oldukga cazip hale gelmistir. Salawu [1],
hasarin dogal frekanslar {izerindeki etkilerini degerlendirmis
ve hasar tespitinde dogal frekans degisimlerinin
kullanilmasiyla ilgili ¢aligmalar1 dzetlemistir. Doebling vd.
[2], Sinou [3], Farrar ve Worden [4], Dilena vd. [5] ve Das
vd. [6], hasar tespitinde dogal frekanslarin yani sira mod
sekilleri ve tiirevleri (egim, egrilik) ve soniim oranina dayal
yontemleri 6zetlemisler; kullanilan yontemlerin avantaj ve
dezavantajlarini irdelemislerdir. Ancak, titresim
ozelliklerine dayali hasar tespit yontemlerinin verimli bir
sekilde kullanilabilmesi igin hasar etkisiyle dinamik
davranistaki degisimin detayli bir sekilde incelenmesi
gerekmektedir. Literatiirde, degisken kesitli kirislerde hasar
sebebiyle serbest titresim davranisinda meydana gelen
degisimlerin ele alindigi c¢aligmalarin sayisi oldukca
sinirhidir. Zhen ve Fan [7], keyfi sayida ¢atlak igeren
degisken kesitli kirislerin dogal frekanslarini degistirilmis
Fourier serilerini kullanan analitik bir yéntem yardimiyla
elde etmislerdir. Viola ve Tornabene [8], tek bir ¢atlagt
bulunan degisken kesitli dairesel kemerlerin diizlem igi
serbest titresimlerini genellestirilmis diferansiyel kareleme
teknigi ile ele almislardir. Kesitte gatlak dolayisiyla meydana
gelen yerel esneklik, elastik donel mafsal ile temsil
edilmistir. Kesitin tiniform, siirekli degisken ve ani degisken
olmasi durumlar i¢in ¢atlak konumu ve hasar siddetinin
dogal frekanslar ve mod sekilleri iizerindeki etkileri
incelenmigtir. Mazanoglu vd. [9,10], enerji tabanli bir
yontem kullanarak iizerinde birden fazla ¢atlak bulunan
degisken kesitli kiriglerin titregim analizini
gerceklestirmigler; koniklik, simnir sartlari, ¢atlak sayisi ve
konumlarinin  dogal frekanslar {izerindeki etkilerini
incelemislerdir. Zhang ve Yan [11], deneysel olarak elde
edilen titresim verileri yardimiyla degisken kesitli konsol
kiriste hasar tespiti i¢in modal gekil degistirmeye dayali bir
yontem Onermiglerdir. Tan vd. [12], lizerinde bir veya daha

fazla yay-kiitle sistemi tasiyan degisken kesitli kiriglerin
serbest titresim davranis1 lizerinde hasar etkilerini sonlu
eleman yontemiyle incelemisler; ayrica, hasar tespiti i¢in
genetik algoritma tabanli glivenilir bir yontem dnermiglerdir.
Tan vd. [13], birim uzunluga gelen kiitlesi ve atalet momenti
polinom fonksiyonlar1 olarak degisen, genel siir kosullari
altindaki hasarli kirislerin serbest titresim analizi i¢in analitik
bir yontem sunmuslardir.

Degisken kesitli kiriglerde kesit 6zelliklerinin ¢gubuk ekseni
boyunca degismesi sebebiyle, titresim  problemini
tanimlayan kismi diferansiyel denklemlerin kapali formda
¢ozlimlerini elde etmek ¢ogu zaman uzun islemler gerektiren
son derece zor bir islemdir. Bu sebeple, bu tiir kiriglerin
serbest titregim analizi i¢in ¢esitli analitik [14-16] ve sayisal
[17-22] yontemler kullanilmistir. Wu ve Chen [14],
iizerinde, ag¢iklif1 boyunca keyfi noktalarda tekil kiitleler
astlt bulunan konik kiriglerin dogal frekanslart ve mod
sekilleri i¢in kapali formda ¢oziimler elde etmislerdir. Hsu
vd. [15], cesitli sinir sartlari altindaki degisken kesitli Euler-
Bernoulli kiriglerinin serbest titresim problemini analitik
olarak incelemislerdir. Tan vd. [16], kesiti keyfi degisen
elastik kiriglerin egilme titresimleri i¢in kesin ¢oziim
saglayan yeni bir yontem Onermislerdir. Zhou ve Cheung
[17, 18], degisken kesitli Euler-Bernoulli ve Timoshenko
kiriglerinin serbest titresim analizleri i¢in sayisal bir yontem
onermislerdir. Yazarlar, Rayleigh-Ritz yontemiyle hareket
denklemini elde etmisler; ¢6ziim i¢in kullanilacak yaklagim
fonksiyonunu ise kirisin statik yiikleme altinda olmasi
durumunda, uygulanan yiikiin Taylor serisine agilimiyla elde
etmislerdir. Civalek ve Oztiirk [19], iki parametreli elastik
zemine goémiilii konik kaziklarin serbest titresimini ayrik
tekil evrisim yontemi ile sayisal olarak incelemislerdir.
Yazarlar, yontemin Winkler-Pasternak elastik zeminine
gomilii konik kirig-kolonlarin serbest titresim analizi i¢in
olduk¢a kolay, dogru ve yiiksek wverimli oldugunu
gostermislerdir. Kati ve Gokdag [20], burulmaya ve iki farkli
diizlemde egilmeye maruz ve ucuna, agirlik merkezi baglanti
noktastyla ¢akismayan rijit bir kiitle baglanmis olan degisken
kesitli kirisin serbest titresim analizlerini ¢ok adiml
diferansiyel doniisim yontemiyle gergeklestirmislerdir.
Sistemin dogal frekanslar1 ve mod sekilleri iki farkli sinir
sart1 (sol ucun ankastre veya serbest olma durumu) igin elde
edilmistir. Ayrica, kiris uzunlugu, ug kiitle boyutlari, kesit
daralma orami gibi parametrelerin dogal frekanslar
iizerindeki etkisi incelenmistir. Sonlu elemanlar yontemi,
diger sayisal ¢oziim yontemlerine gore uygulama kolayligt
saglamasi agisindan aragtirmacilar tarafindan genellikle
tercih edilmektedir [21-23]. He vd. [22], eksen
dogrultusunda degisken kesit veya malzeme Ozelliklerine
sahip kirigler i¢in bir sonlu eleman modeli 6nermislerdir.
Tudjono vd. [23] ise degisken kesitli Timoshenko kirisleri
icin gercek sekil fonksiyonlarini elde etmisler; degisken
kesitli kirigler ile fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden
yapilmis kiriglerin statik ve serbest titresim analizlerini
gerceklestirmislerdir. Hasar  tespitinde amag, hasar
konumlarmi ve siddetlerini (rijitlik kaybi) belirlemektir.
Mod sekli ile buna bagli olarak tiiretilen modal egim, modal
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egrilik ve modal esneklik gibi biiytiklikler, hasar
konumlariyla ilgili  bilgiyi tasiyan Onemli hasar
gostergeleridir. Bunlar arasinda mod seklinin ikinci tiirevi
olan mod sekli egriliginin (veya modal egrilik), rijitlik
degisimlerine karsi son derece hassas oldugu Dessi ve
Camerlengo [24], Qiao vd. [25] ve Lestari vd. [26] gibi
aragtirmacilar  tarafindan  gosterilmistir.  Literatiirdeki
caligmalara bakildiginda modal egriligin hesaplanmasinda
genellikle sonlu fark formiillerinin kullanildig1 goriiliir. Bu
ise, Ozellikle sinirli sayida titresim verisi (mod sekil
koordinatr) mevcut iken egrilik degisimlerinin dogru bir
sekilde elde edilmesini zorlagtirmaktadir. Bu sebeple
calismada, hasarl1 konik kirislerin serbest titresim analizleri
icin iki digim noktasi ve her diigiim noktasinda dort
serbestlik derecesi (yatay ve diisey yer degistirmeler, kesit
donmesi, egrilik) bulunan bir sonlu eleman modeli
Onerilmistir. Modelde egriligin bagimsiz bir degisken olarak
diisliniilmesi, modal egrilik degisimlerinin dogrudan elde
edilebilmesine imkan vermektedir. Eleman kiitle ve rijitlik
matrisleri, Galerkin yontemi ile elde edilmistir. Kirigte hasar,
eleman rijitlik matrisinin rijitlik kayb1 katsayist denilen bir
sabitle ¢arpilmasi suretiyle tanimlanmistir. Formiilasyonda,
hasar sebebiyle eleman kiitle matrislerinin degismedigi
kabul edilmistir. Onerilen modelin dogrulanmas1 igin
literatiirdeki benzer ¢aligmalarla ve ANSYS® [27]
programinda olusturulan {i¢ boyutlu sonlu eleman
modelleriyle karsilagtirmalar yapilmistir. Modal egriligin,
hasar konumlarinin belirlenmesindeki basarisini gostermek
amaciyla cesitli koniklik oranlari, sinir sartlar1 ve hasar
senaryolari i¢in sayisal sonuglar sunulmus ve tartigilmistir.

2. TEORIK FORMULASYON
(THEORETICAL FORMULATION)

2.1. Problemin Tanumi ve Hareket Denklemleri
(Problem Definition and Governing Equations)

Calismada goz Oniine alinan kirigin geometrisi Sekil 1°de
gosterilmistir. Kirig kesitinin uzunluk boyunca dogrusal
degistigi kabul edilmistir. Kiris, homojen, izotrop elastik
malzemeden yapilmistir. Kirig genisligi ve yiiksekliginin

uzunluk boyunca degisimi Es. 1’de tanimlanmistir:

b(x) = b, + (b, —bl)%

. (M
h(x) = h +(h, —’h)z

Burada 1 ve 2 indisleri, ilgili degerlerin sirasiyla kirisin sol
ve sag ucuna ait oldugunu gostermektedir. Bernoulli-Euler
kirig teorisine gore uzama ve egilme titresimleri igin hareket
denklemleri sirasiyla Es. 2 ve Es. 3°te verilmistir.

0 Ou o*u

a(EA(X)aj—pA(X)y =0 )
o’ 0? o*w

e (EI( ) J pA(x) P 0 (3)
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Burada, E elastisite modiilii, p kiitle yogunlugu, A(x) ve I(x)
strastyla kirigin kesit alan1 ve atalet momentidir. u = u(x,f) ve
w = w(x,t) sirastyla x ve y eksenleri dogrultusundaki yer
degistirme bilesenlerini, ¢ ise zaman1 gostermektedir.

Es. 2 p(x) ile, Es. 3 ise w(x) ile ¢arpilip elde edilen ifadelerin
kirig uzunlugu boyunca integrali alinirsa asagidaki esitlikler
elde edilir.

L 0 ou L
[, go(x)a(EA(x)ajdx— [ o

2

(x)pA(x)ZT?dx 0 @

2

Zdx=0 (5)

f, u/(x)—[

] [ vwpanS

B .
I L g

Sekil 1. Konik kirigin geometrisi ve koordinat eksenleri
(Geometry of tapered beam and coordinate axes)

Burada ¢(x) ve y(x) interpolasyon fonksiyonlar1 olup ileride
tanimlanacaklardir. Eg. 4’lin ilk terimine bir kez, Es. 5’in ilk
terimine iki kez kismi integrasyon uygulanirsa, Es. 6 ve Es.
7°deki ifadeler elde edilir.

ago(x) 6u(x t) 62u(x t)

j EA(x) L2 LD gy +j PAX)P(x)— =
(6)

= p()EAR) a“(fc 0|

0

2
0 W(;CJ) ax

[FEro) de+ [ pAY ()

l//(x) 0*w(x,1)
ox’ ox’

— W EI) 0f | v
]

o wix, )|
X El) ox’ |0

(7

Bu ifadeler, Es. 4 ve Es. 5 ile verilen diferansiyel
denklemlerin zayif formda yazilmis hali olup; esitligin
saginda goriilen terimler, kirigin geometrik ve mekanik sinir
sartlarin1 gostermektedir.
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2.2. Sonlu Eleman Modeli (Finite Element Model)

Calismada, Sekil 2’de goriilen iki diigiim noktali ve her
diigiim noktasinda dorder serbestligi olan sonlu eleman
modeli kullanilmigtir. Eleman diigiim noktas1 yer degistirme
vektorii Es. 8 de verilmistir.

u={u, u, w . wé}T ®)

Bu elemanda her bir diiglim noktasindaki bilinmeyenler;
uzama, ¢okme, donme ve egrilik olarak g6z 6niine alinmigtir.
(6) ve (7) esitliklerinin sayisal ¢éziimii igin u(x,f) ve w(x,f)
yer degistirmeleri Es. 9’daki gibi segilsin:

u(x,t) =a, +ax

&)

2 3 4 5
w(x,t) =b, +bx+b,x" +b,x” +b,x" +b,x

Bu ifadelerdeki a; ve b; katsayilarinin elde edilmesi igin
eleman diigiim noktalarinda sinir sartlari, Sekil 2 goz oniine
alinarak Esg. 10°daki gibi yazilabilir:

u(0,0)=u,, u(l,t)=u,
W(O,t):W], W(lst):WZ
w'(0,0)=w,, W(l,t)=w,

w'(0,0) =ws, W'(l,t)=w,

(10)

Es. 10 ile verilen sinir sartlart Es. 9’a uygulanir ve gerekli
islemler yapilirsa yer degistirmeler, Es. 11°deki formda elde
edilir.

u(x,1) = 3, (), (1)
’6‘ (11
w(x, 1) =2, (X)w, (1)

Bu ifadelerde, ¢ (x) dogrusal Lagrange interpolasyon
polinomlari, wi(x) 1ise besinci dereceden Hermit
interpolasyon polinomlari olup Es. 12’de tanimlanmuiglardir.

¢ =1-¢,

@, =6,

w, =1-10&° +15&* —6£°,

w, =10&° —15&* +6£7,

py =1(E-6&" +85" 387, (12)
p, =145 +78" =38,

v, =’3(§2 38438 8,
Ve =’3(§3 YD

Bu ifadelerde, £ = x// olup / eleman uzunlugudur. Es. 11 ve
Es. 12, Es. 6 ve Es. 7°de yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa Es. 13 ile verilen matris denklem elde edilir.

+ [ :|

Sekil 2. 8-serbestlik dereceli sonlu eleman modeli
(8-degree-of-freedom finite element model)

mii+ku =0 (13

Burada, m ve k sirastyla eleman kiitle ve rijitlik matrisleri
olup Es. 14 ile verilmislerdir.

me|™e 0| Ko O (14)
0 m | 0 kI,

Es. 14’te gorilen m“, m*, k* ve K" alt matrislerinin
elemanlar1 Es. 15 ile verilmistir.

m! = pl. Ax)g, ()¢, ()dx (i) =1.2)
m = pl, ACw, (), ()dx (i, j=1.6)
ki = E[, A0@(0g; (x)dx (i, j=1,2)

y ! [ n ..
ky = E[ 1wy (x)dx (i, j=1,6)

(15)

Hasarli elemanlarda, eleman rijitlik matrisi Es. 16’daki gibi
yazilir:

K’ =(1-pk’ (0<p<]) (16)

Bu ifadede g, rijitlik kaybini ifade eden bir reel sayidir. D ve
U indisleri ise sirasiyla hasarli ve hasarsiz durumlar
gostermektedir. f = 0 elemanda hasar olmamasi, f= 1 ise
eleman tamamen hasarli olmasi durumlarina karsilik
gelmektedir. Hasar sebebiyle kiitle matrisinin degismedigi,
sadece rijitlik terimlerinde degisiklik oldugu kabul
edilmektedir.

N adet elemana ayrilmis degisken kesitli kiris i¢in hareket
denklemi Es. 17°deki gibi elde edilir.

MU+KU=0 (17)

Burada, M = 2m ve K = XKk sirasiyla sistem kiitle ve rijitlik
matrisleridir. U vektorii, diiglim noktasi bilinmeyenlerini
icermektedir. (17) esitliginin ¢dziimii U = Uy €/ seklinde
kabul edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa Es. 18 ile
verilen standart 6z deger problemi elde edilir.
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(K-o’M)U, =0 (18)

Burada, o kirigin dogal frekanslarini, Uy ise mod sekillerini
gostermektedir. Es. 18’in sifirdan farkli ¢oziimlerinin
olabilmesi i¢in Es. 19 ile verilen sart saglanmalidir.

det(K—&*M) =0 (19)

Bu esitlikten elde edilecek denklemin sifirdan farkli kokleri,
kirisin dogal frekanslarina karsilik gelmektedir. Her bir
dogal frekans (18) esitliginde yerine konularak buna karsilik
gelen mod sekilleri kolayca elde edilir.

3. SAYISAL SONUCLAR VE TARTISMA
(NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION)

Bu boliimde, hasarli konik kirislerin serbest titresimlerine ait
sayisal sonuglar sunulmustur. Kiriste hasarin, aksi
belirtilmedigi siirece, Sekil 3’te goriildiigli gibi yiikseklik
boyunca ¢atlak seklinde oldugu kabul edilmis; bir veya daha
fazla ¢atlagin bulunmasi durumunda dogal frekanslar, mod
sekilleri, modal egim ve modal egrilik degisimleri
incelenmigtir. Sayisal sonuglarin elde edilmesinde Fortran
dilinde yazilan sonlu eleman programi kullanilmistir. Bu
programda, kiitle ve rijitlik matrislerinin elde edilmesinde
kullanilacak olan integraller (Es. 15), sekiz noktali Gauss
integrasyonu ile sayisal olarak hesaplanmistir. Modal
karakteristikler lizerinde sinir sartlarinin, koniklik oraninin (
a,=b,/b ve a, =h,/h), ¢atlak konumu (x =x_/L) ve

uzunlugunun ( d=d/ hy) etkisi arastirilmistir.

h

Sekil 3. Tek ¢atlakli konik kirisin geometrisi ve koordinat

eksenleri
(Geometry and coordinate system of a tapered beam with a single crack)

Sekil 3’te goriilen tek catlakl: konik kiriste, d uzunlugundaki
catlagin genisligi kirisinkiyle ayn1 olarak kabul edilsin.
Hasar sebebiyle hem kesit alan1 hem de atalet momenti
azalacaktir. Buna gore, rijitlik matrisinde k* ve k" alt
matrislerinin terimleri i¢in Shasar kayb1 katsayisi farkli olur.
Hasar etkisiyle kesit kaybmnin g6z Oniline alinmasi
durumunda rijitlik kaybi katsayist i¢in Es. 20’deki
tanimlama yapilabilir:
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Burada, 54 ve ' sirasiyla k* ve K" matrisleri igin rijitlik
kaybi katsayilaridir. D ve Uindisleri sirastyla kesitin hasarli
olmasi ve olmamasi durumlarini, 4 ve [ ise kesit alan ve
atalet momentlerini ifade etmektedir. Yiiksekligi boyunca
catlag1 bulunan dikddrtgen kesitli konik kiris i¢in bu ifadeler
Es. 21°deki gibi yazilabilirler.

Buna gore hasarli elemanda rijitlik matrisi, Es. 22°deki gibi
ifade edilir.
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3.1. Ag Yakinsama Analizi ve Sonlu Eleman Modelinin

Dogrulanmasi
(Convergency Analysis and Verification of Finite Element Model)

Sonlu eleman analizlerinde yeter dogrulukta sonuclar elde
edebilmek amaciyla oOnce ag yakinsama analizleri
yapilmistir. Tablo 1°de, sirasiyla bir ve iki ¢atlagi olan iki
ucu ankastre (A-A) kirisin ilk ii¢ boyutsuz dogal frekansinin
eleman sayistyla degisimi sunulmustur. Kiris malzemesi igin
elastisite modiili £ = 210 GPa, Poisson oran1 v = 0,3 ve
yogunluk p = 7800 kg/m? olarak alimmustir. Birinci hasar
senaryosunda catlak, kirig agikliginin ortasinda yer almakta;
ikincisinde ise ¢atlagin biri sol mesnet yakininda digeri ise
aciklik ortasinda bulunmaktadir. Her iki senaryo i¢in de
catlak uzunlugu kesit yiiksekliginin %50’si olarak kabul
edilmistir. Sayisal sonuglar, L/h = 15 ve a = a, = 0,5
degerleri  i¢in elde edilmis, dogal frekanslar,
Q, =wl’\/pA /El seklinde boyutsuz olarak verilmistir.

Daha 6nce de belirtildigi iizere, 1 indisi kirisin sol ucundaki
kesit 6zelliklerini ifade etmektedir. Goriildiigii lizere, eleman
say1st arttikga boyutsuz dogal frekanslar hizla azalmakta ve
sabit bir degere dogru yakinsamaktadir. Tablo
degerlendirildiginde, ¢alismanin bundan sonrasi igin
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Tablo 1. Iki ucu ankastre hasarl konik kiris i¢in sonlu eleman yakinsama analizi sonuglar
(Convergency analysis results for the damaged tapered beam with clamped-clamped ends)

Tek gatlakli kiris (x =0,5)

Iki gatlakh kiris (x, =0,1, x, =0,5)

N Ql Qz Q3 Ql Qz Q3

10 16,5410 46,3558 87,9693 16,3651 46,2734 87,7691
0 16,5190 45,6618 88,1103 16,4147 45,6008 88,0928
40 16,5030 45,3786 88,2811 16,4454 45,3346 88,2754
80 16,4922 45,2659 88,3356 16,4620 45,2397 88,3309
100 16,4898 45,2640 88,3423 16,4654 45,2243 88,3381

gerceklestirilecek sonlu eleman analizlerinde N = 80 eleman
kullanilmasinin yeterli olacag: goriilmektedir.
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Sekil 4. Hasarsiz konsol kirigin ilk ti¢ boyutsuz dogal

frekansinin koniklik orantyla degisimi, ap =1, o5 = o
(Variation of the first three dimensionless natural frequencies of cantilever
intact beams with the taper ratio)
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Sekil 5. Hasarsiz konsol kirigin ilk ti¢ boyutsuz dogal

frekansinin koniklik oraniyla degisimi, o = o = &
(Variation of the first three dimensionless natural frequencies of cantilever
intact beams with the taper ratio)

Sekil 4 ve Sekil 5’te, degisken kesitli hasarsiz konsol kirisin
ilk ti¢ boyutsuz dogal frekansinin koniklik orani ile degisimi

verilmistir. Malzeme Ozellikleri, ag yakinsama analizinde
kullanilanlar ile aynidir. Boyutsuz dogal frekanslar,

Q. =wl’\/pA /El seklinde verilmistir. Sekil 4’te, kiris

kesiti ylikseklik boyunca dogrusal degigsmekte olup genislik
sabittir. Sekil 5°te ise kiris kesiti her iki dogrultuda
(ytikseklik ve genislik) dogrusal olarak degismektedir.
Sekillerden goriilecegi {iizere, ¢alismada Onerilen sonlu
eleman modeli ile elde edilen boyutsuz dogal frekanslar, Hsu
vd. [15] tarafindan verilen analitik sonuglarla ¢ok iyi
ortismektedir.

Degisken kesitli konsol kirisin hasarsiz ve gesitli hasar
durumlarn i¢in ¢aligmada Onerilen sonlu eleman modeli ve
ANSYS® programiyla elde edilen ilk bes dogal frekansi
(Hz) Tablo 2’de sunulmugtur. ANSYS® sonlu eleman
modelleri  SOLID186  kati  elemam1  kullanilarak
olusturulmustur. Coklu hasar durumlarinda tiim ¢atlaklarin
uzunluklar1 esit olarak digiiniilmistir. Kirisin fiziksel
ozellikleri, L = 0,6 m, by = b, = 0,02 m, #; = 0,02 m, A, =
0,005 m olarak goz oniine alinmstir. Sekil 6’da, ii¢ catlagi
bulunan degisken kesitli kirisin ANSYS® sonlu eleman
modeli ve ¢atlak detay1 6rnek olarak gosterilmistir. Tablodan
da gortilecegi iizere, caligmada Onerilen sonlu eleman modeli
ile ANSYS® programindan elde edilen sonuglar oldukea iyi
uyum igerisindedir.

Tablo 3’te, konsol konik kirisin hasarsiz halde ve cesitli
hasar durumlarinda bu ¢alismada Onerilen yontem ile elde
edilen ilk dort dogal frekansinin Zhang ve Yan [11]
tarafindan deneysel olarak elde edilenlerle karsilagtirmasi
verilmigtir. Burada goz Oniine alinan kirigin uzunlugu L =
130 mm, yiiksekligi # = 1,8 mm ve agiklik boyunca sabit,
genisligi sol (ankastre) ugta 12 mm ve sag (serbest) ugta 22
mm’dir. Kirigte elastisite modiillii £ = 97 GPa, kiitle
yogunlugu p = 8900 kg/m?® ve Poisson oram v= 0,27 olarak
almmistir. Bu problemde ¢atlak, genislik boyunca olup

boyutsuz hasar uzunlugu d, =d, /b, seklinde tanimlidir.

Tablodan goriilecegi iizere sonlu eleman sonuglar1 deneysel
sonuglarla son derece uyumlu olup aradaki fark %4’
agmamaktadir.

3.2. Parametrik Calisma (Parametric Study)
Bu boliimde, konik kirisin gesitli siir sartlari, koniklik
oranlart ve hasar durumlart i¢in dogal frekanslarindaki

degisimler incelenmistir. Modal egrilik degisimleriyle
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DISPLACEMENT

Sekil 6. Ug catlakl konik kirigin ANSYS® sonlu eleman modeli ve ¢atlak bdlgesi detay:

(ANSYS® finite element model of a tapered beam with three cracks and detailed view of the cracked region)

Tablo 2. Konik konsol kirisin ilk bes dogal frekansinin (Hz) ANSYS® sonuglariyla karsilagtirmasi
(Comparison of the first five natural frequencies (Hz) of the tapered cantilever beam with ANSYS® results)

di/h  Yontem fi f f fa fs
Hasarsiz
Bu ¢alisma 54,3663 214,5786 514,1293 958,0858 1548,351
ANSYS® 55,3371 214,1357 511,7005 950,0612 1528,468
Tek ¢atlakli kiris, x, =0,1
0,15 Bugalisma 54,8769 213,3584 512,8516 957,5848 1548,312
ANSYS® 55,0031 213,2607 510,7032 949,5886 1528,449
0,30 Bu ¢alisma 53,9080 211,0396 510,4797 956,6573 1548,240
ANSYS® 53,7684 210,1802 507,3006 947,9342 1528,402
0,50 Bu ¢alisma 50,2012 203,2271 502,9858 953,7341 1547,963
ANSYS® 49,8543 201,7011 498,5692 943,6033 1528,047
Iki catlakly kiris, x, =01, x,=0,3
0,15 Bugalisma 54,4172 213,3577 510,2291 950,1183 1544,657
ANSYS® 54,0897 211,0134 503,6495 934,1835 1508,401
0,30 Bualisma 52,4313 211,0292 501,3734 932,6731 1536,842
ANSYS® 51,6389 207,7436 493,2627 913,9643 1498,408
0,50 Bualisma 44,0536 202,5796 455,7454 863,7425 1508,885
ANSYS® 43,9644 198,2299 453,7426 852,7938 1469,038
Uc catlakly kiris, x,=01, x,=0,3, x;,=0,5
0,15 Bugalisma 54,0626 211,3418 507,6169 944,8394 1527,701
ANSYS® 53,7419 209,5299 501,2385 930,2806 1495,596
0,30 Bugalisma 51,0552 202,5744 492,5681 908,5262 1474,857
ANSYS® 50,2487 200,4695 484,1233 893,3722 1441,773
0,50 Bu g¢alisma 33,0813 141,2448 438,6071 768,3908 1312,761
ANSYS® 37,8306 157,0905 434,6491 718,5286 1289,336

hasarli kesitlerin belirlenmesine yonelik sonuglar sunulmus;
modal egriligin mod sekli ve modal egim degisimlerine gore
ustlinliigli gosterilmistir. Kiris malzemesi igin elastisite
modiilii £ =210 GPa, Poisson oran1 v= 0,3 ve yogunluk p=
7800 kg/m? olarak gdz oniine alinmgtir. Degisken kesitli
hasarsiz kirigin ilk ti¢ dogal frekansinin koniklik orani ile
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degisimi Sekil 7°de iki ucun da ankastre tutulu; Sekil 8’de
ise sol ucun ankastre tutulu, sag ucun serbest olmasi
durumlart i¢in sunulmustur. Burada g6z 6niine alinan kirig
icin narinlik orant L//max = 20 olup hmax = max(hi, h2)
seklindedir. Bdylece, kirisin Bernoulli-Euler teorisine
uygunlugu saglanmustir. Kirig kesiti hem yiikseklik hem de
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Tablo 3. Konik konsol kirisin ilk dort dogal frekansinin (Hz) deneysel sonuglarla karsilagtirilmasi
(Comparison of the first four natural frequencies (Hz) of the tapered cantilever beam with the experimental results)

fi f2 fa fa
Hasarsiz
Bu galisma 47,201 336,723 979,403 1937,340
Deneysel [11] 46,625 336,030 992,345 1866,505
Fark (%) 1,24 0,21 1,30 3,80
Tek ¢atlakls kirig, %, =0,32, d, =0,1
Bu ¢alisma 47,162 336,560 978,275 1937,011
Deneysel [11] 46,600 336,015 992,040 1865,475
Fark (%) 1,21 0,16 1,39 3,83
Iki ¢atlakly kiris, X, =0,03, d, =0,1 X, =0,50, d, =0,25
Bu ¢aligma 47,034 334,644 977,849 1927,371
Deneysel [11] 46,505 335,000 990,850 1862,900
Fark (%) 1,14 0,11 131 3,46

geniglik boyunca dogrusal olarak degismektedir (gift
dogrultulu konik). & = 1 {iniform kesitli, @ — +o sola dogru
sivrilen, & — 0 ise saga dogru sivrilen kirisi ifade etmektedir.
Gorsel uygunluk agisindan yatay eksende koniklik oraninin
degisimi logaritmik olarak verilmistir. Grafiklerdeki egriler,
fi/(fo); seklinde boyutsuz dogal frekanslarin degisimini
gostermektedir. Burada, (fp); tiniform kirisin dogal
frekanslaridir. Sekil 7°de goriildiigii iizere, iki ucu ankastre
kiriste en biiyiik dogal frekanslar {iniform halde elde
edilmektedir. 4, < h; iken — kirig saga dogru sivri — koniklik
orani azaldik¢a dogal frekanslar da azalmaktadir. , > h; iken
— kiris sola dogru sivri — koniklik orami arttikga dogal
frekanslar azalmaktadir. Tki ucu ankastre kiriste, koniklige
bagli olarak elde edilen egrilerin simetrik oldugu
goriilmektedir. Bu durum, kirisin sinir sartlarina goére
simetrik olmasidan kaynaklanmaktadir.

1,5
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Sekil 7. Hasarsiz iki ucu ankastre kiriste ilk ti¢ frekansin

koniklik orani ile degisimi (Variation of the first three frequencies
of clamped intact beams with taper ratio)

Sekil 8’de, sol ucu tutulu degisken kesitli konsol kirig i¢in
koniklik-frekans egrileri verilmistir. Iki ucu ankastre
kiristekinin aksine burada egrilerin simetrik olmadig:

goriilmektedir. Ayrica, temel frekansin (birinci dogal
frekans) koniklik ile degisimi farklidir. £, < &; iken, koniklik
oran1 azaldik¢a birinci dogal frekans artmaktadir. Diger
dogal frekanslar ise 6nce bir miktar azalmakta sonra hafifce
artmaktadir. s, > h; iken ise, ankastre kiriste oldugu gibi,
koniklik orani arttikca, dogal frekanslar azalmaktadir. Goz
oniine alinan her iki kiris igin & — 400 ve ¢ — 0 i¢in egrilerin
bir asimptota yaklastig1 goriilmektedir.
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Sekil 8. Hasarsiz konsol kiriste ilk {i¢ frekansin koniklik
orant ile degisimi

(Variation of the first three frequencies of cantilever intact beams with
taper ratio)

Modal egrilik degisimlerinin hasar konumlarinin tespitinde,
mod sekli ve modal egim degisimlerine gore lstlinliigiini
incelenmek amactyla sol ucundan ankastre mesnetli konik
konsol kiris, Tablo 4°te goriilen hasar senaryolari altinda ele
almmustir. Burada, ¢oklu hasar durumlarinda sig ve derin
catlaklar bir arada olacak sekilde hasar siddetleri farkli
secilmistir. Tablo 4’{in son iki siitununda hasarli elemanlar
icin rijitlik kaybi katsayilar1 (%) goriilmektedir. Kiris igin
L/hy = 20 ve koniklik oranmia, = a5, = 0,5 olarak dikkate
almmustir. Tablo 5°te, géz Oniine alinan hasar senaryolari
icin konik konsol kirisin dogal frekanslart sunulmus ve
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hasarsiz durumla karsilastirnllmistir. Goriilecegi iizere, hasar
sebebiyle dogal frekanslar azalmaktadir. Bu azalma, daha
cok temel dogal frekansta kendini gostermektedir. Mod
numarasi biiytidiikge dogal frekanslardaki azalma miktarinin
azaldigr goriilmektedir. Hasar-1 senaryosunda goriilecegi
tizere (d/hi = 0,05), ozellikle sig catlaklar i¢in dogal
frekanslardaki azalma dikkate almarak — temel frekansta
binde 2,5 degisim — kiriste hasar olup olmadig1 hakkinda bir
yorum yapmak giiclesmektedir. Ayrica, dogal frekanslardaki
degisimler géz Oniine alinarak hasar konumlart ile ilgili bir
bilgiye ulagilamamaktadir. Sekil 9’da, gdz Oniine alinan
hasar senaryolari i¢in konik konsol kirisin ilk {i¢ mod sekli,
hasarsiz durumla karsilagtirmali olarak verilmistir. Bu
sekillerden de goriilecegi lizere, hasar siddetinin ¢ok kiigiik
olmasi (sig catlak) durumunda hasarli ve hasarsiz mod
sekilleri arasindaki fark, gozle goriilemeyecek kadar
kiigiiktiir.

Sekil 10-Sekil 12°de, g6z Oniine alinan hasar senaryolari i¢in
kirigte ilk tic mod sekli, modal egim ve modal egrilikteki
degisimler goriilmektedir. Bu degisimler, kiris iizerinde
hasar konumlari ile ilgili bilgiyi tasimakta olup, hasarin
bulundugu kesitlerde, degisim egrilerinde ani sigramalarin
olmasi beklenmektedir. Literatiirdeki ¢alismalarda, modal

yaklagik degerler elde edilmektedir. Caligmada sunulan
sonlu eleman modeli ise yer degistirme, egim ve egriligi
bagimsiz diigiim noktas: serbestlikleri olarak gdz Oniine
aldigindan (Sekil 2), kiris ekseni boyunca diigiim noktas1 yer
degistirmeleri ile egim ve egrilik degerleri, Es. 18 ile verilen
6z deger probleminin ¢6ziimiiyle dogrudan elde
edilebilmektedir. Bu 6zelligi, ¢alismada Onerilen sonlu
eleman modelinin 6nemli bir avantaji olup, sonlu fark
formiillerinin kullanimimi ortadan kaldirdigindan hesap
hacmi agisindan ekonomi saglamaktadir. Sekil 10-Sekil
12’ye dikkat edilecek olursa, goz 6niine alinan her ii¢ hasar
senaryosu i¢gin hasar konumlarmin tespitinde modal yer
degistirmelerdeki degisimlerin dikkate alinmasi, 6zellikle
coklu hasar senaryolari i¢in, basarili sonuglar vermemistir.
Sadece, kirig {izerinde tek ¢atlagin bulundugu Hasar-1
senaryosu i¢in 1. modal yer degistirmeye ait degisim
egrisinde hasarli kesitte kiiglik bir sigrama oldugu
gorilmektedir. Diger hasar senaryolar i¢in ise degisimler
fark edilemeyecek kadar kiigiiktir. Hasar konumlarinin
belirlenmesinde modal egimdeki degisimlerin, mod sekli
degisimlerine gore daha basarili sonuglar verdigi
goriilmektedir. Bu yontemle, goz Oniine alinan ii¢ hasar
senaryosu icin de hasar konumlar1 tespit edilebilmistir.
Ancak, ¢oklu hasar durumlarinda, ¢atlak uzunlugu azaldik¢a

egim ve modal egriligin belirlenmesinde genelde modal yer yontemin hassasiyeti azalmakta ve egrilerdeki ani
degistirmelere sonlu fark formiilleri uygulanmakta ve degisimlerin  ¢ok  biiyilk  mertebelerde  olmadigi
Tablo 4. G6z 6niine alinan hasar senaryolar1 (Damage scenarios considered)
Hasar durumu  Catlak sayisi X/ L d/h LA(%) B(%)
Hasar-1 1 0,1 0,05 5,26 14,97
0,1 0,30 31,58 67,97
Hasar-2 2 0.3 0,05 5.88 16,63
0,1 0,30 31,58 67,97
Hasar-3 3 0,3 0,15 17,65 44,15
0,5 0,05 6,67 18,69
Tablo 5. Cesitli hasar senaryolart i¢in konik konsol kirisin ilk ti¢ dogal frekansi
(First three natural frequencies of the tapered cantilever beam for various damage scenarios)
Hasar durumu fi (Hz) A (%) f> (Hz) A (%) f3 (Hz) A (%)
Hasarsiz 55,1884 - 233,2938 - 579,8110 -
Hasar-1 55,0485 0,25 232,9471 0,15 579,5163 0,05
Hasar-2 53,7179 2,66 229,6684 1,55 575,8814 0,68
Hasar-3 53,2286 3,55 229,0958 1,80 573,1622 1,15
- ‘ Hasarli durum — Hasarsiz durum‘ «100
7‘ Hasarsiz durum
—r—e—e—e Hasarh pn —e—e—e—e Hasarh " —e—i—a—e Hasarh y
— — — Hasarsiz _ " — — — Hasarsiz _ ~ _.- — — — Hasarsiz _ ~ -
o> e Bl
O SRS b — - ' SR = =~ o= — -y N B o e
X/ x/L x/L
Hasar-1 Hasar-2 Hasar-3

Sekil 9. G6z 6niine alinan hasar senaryolari igin konik kirigin ilk ti¢ mod sekli
(First three mode shapes of the tapered beam for the damage scenarios considered)
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uzunluklarinin  farkli oldugu durumlarda, modal egim
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Sekil 10. Hasar-1 durumu i¢in konik kiriste mod sekli, modal egim ve modal egrilik degisimleri
(Changes in mode shapes, modal slopes and curvatures of the tapered beam for Damage-1)
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Sekil 11. Hasar-2 durumu i¢in konik kiriste mod sekli, modal egim ve modal egrilik degisimleri
(Changes in mode shapes, modal slopes and curvatures of the tapered beam for Damage-2)

degisimi ile s1g ¢atlaklarin yerlerinin tespiti zorlagmaktadir.
Sekil 10-Sekil 12°de modal egrilik degisimlerine dikkat
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Sekil 12. Hasar-3 durumu i¢in konik kiriste mod sekli, modal egim ve modal egrilik degisimleri
(Changes in mode shapes, modal slopes and curvatures of the tapered beam for Damage-3)

edilirse, gbz Oniine alinan ii¢ hasar senaryosu i¢in de, ¢atlak
uzunlugu ne olursa olsun, hasar konumlarinin basariyla
belirlenebildigi goriilmektedir. Modal egrilik degisimlerine
ait egrilerde, hasarli kesitlerde meydana gelen ani sigramalar,
diger iki yontemin aksine, tim modlar i¢in net bir sekilde
gortilebilmektedir. Buradan, modal egrilik degisimlerinin
hasar konumlarinin belirlenmesinde mod sekli ve modal
egim degigimleri gore cok daha basarili sonuglar verdigi
anlasilmaktadir.

4. SIMGELER (SYMBOLS)

b(x)
h(x)

: Herhangi bir kesitte kiris genigligi
: Herhangi bir kesitte kiris yliksekligi
: Eleman uzunlugu
: Zaman
: Yatay yer degistirme
: Diisey yer degistirme
: Eleman rijitlik matrisi
: Eleman kiitle matrisi
: Eleman diigiim noktasit yer degistirme
vektorii
: Kesit alani
: Elastisite modiilii
: Kiris uzunlugu
: Atalet momenti
: Sistem rijitlik matrisi
: Sistem kditle matrisi
Sistem diiglim noktas1 bilinmeyenler
vektorii

EgFEz e~

=
N

SE L RN
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Uo : Mod sekilleri vektori

d=d/ h, : Boyutsuz ¢atlak uzunlugu

x=x,/L : Boyutsuz ¢atlak konumu

a,=b,/b, o
: Koniklik oranlari

a,=h/h

p : Rijitlik kayb1 katsayisi

P : Yogunluk

v : Poisson orani

@i (x) Dogrusal Lagrange interpolasyon
polinomlart

Wi (%) : Besinci dereceden Hermit interpolasyon
polinomlar1

@ : Dogal frekans

Q =0l

: Boyutsuz dogal frekanslar

\JPA 1EIL
5. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Bu caligmada, kesiti agiklik boyunca dogrusal degisen konik
kirislerde bir veya birden fazla hasar olmasi durumunda
modal parametrelerin (dogal frekans ve mod sekilleri)
belirlenmesi i¢in her birinde dorder serbestligi (yatay ve
diisey Otelenme, donme, egrilik) olan iki diiglim noktal1 bir
sonlu eleman modeli 6nerilmistir. Bernoulli-Euler kirisi i¢in
eleman rijitlik ve kiitle matrisleri Galerkin yontemiyle elde
edilmistir. Sayisal sonuglar, Fortran dilinde yazilan bir
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program yardimiyla elde edilmistir. Cesitli koniklik oranlari,
sinir sartlari ve hasar senaryolari i¢in konik kiriglerin modal
parametrelerindeki degisimler incelenmis; hasar
konumlarinin belirlenmesinde dogal frekans, mod sekli,
modal egim ve modal egrilik degisimlerinin basarisi
tartisilmigtir. Calismadan ¢ikarilan sonuclar su sekilde
Ozetlenebilir:

e Koniklik oran1 dogal frekanslar {izerinde onemli etkiye
sahiptir. Sinir gartlarinin simetrik olup olmamasina, kesitin
saga veya sola dogru azalmasina bagli olarak koniklik

oraninin dogal frekanslar iizerindeki etkisi farklik
gostermektedir.
e Modal egrilik  degigimleri, hasar konumlarinin

belirlenmesinde mod sekli ve modal egim degisimlerinden
daha basarilidir. Catlak sayis1 ve uzunlugu ne olursa olsun,
modal egrilik degisimleri yardimiyla hasar konumlar1 tam
olarak belirlenebilmektedir.

e Caligmada Onerilen sonlu eleman modeli, yer degistirme,
egim ve egriligi bagimsiz digiim noktas: serbestlikleri
olarak goz oniine almakta ve kiris ekseni boyunca diigim
noktas1 yer degistirmeleri ile egim ve egrilik degerlerinin
dogrudan elde edilebilmesine imkan vermektedir. Bu
ozelligi sayesinde, modal egim ve egrilik hesabi i¢in sonlu
fark formiillerinin kullanimini ortadan kaldirmakta ve
hesap hacmi acisindan ekonomi saglamaktadir.
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