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OZET

L@R kontrol yaklasimiyla, Lineer Zamanla Degismeyen bir sistemin kararlili§inin temin edilmesi yaninda, sistemin
geri besleme kazancina, karesel bir performans Ol¢giitii ya da maliyet fonksiyonunun minimizasyonu Yyoluyla
ulagilmasi, bu yaklagimi, kapali c¢evrim sistemden beklenen performansi, sekillendirme kabiliyetine sahip
kilmaktadir. Bu noktada, minimize edilecek performans 6l¢iitiiniin, igerdigi agirlik matrisi parametreleriyle, optimum
tayini, kontrolcii performansi bakimindan 6énemlidir. Agirlik matrislerinin optimizasyonu, kontrolciiden beklenen
¢oklu performans amagclari dogrultusunda gergeklestirilmelidir. Bu ¢ok amagli bir optimizasyon problemidir. Agirlik
matrisleri, optimizasyon yapilmaksizin, deneme yanilma, kutup atama gibi klasik yontemlerle ayarlanabilir olsa da
bu yorucu ve zaman alict olabilmektedir. Bu zorlugu asabilmek adina, gesitli gok amagli optimizasyon teknikleri
kullanilabilir. Bu c¢alismada, LQR tabanli optimal DC motor kontrolii amaglanmistir. Kontrolciiniin, maliyet
fonksiyonuna dair Q ve R agirlik matrisi parametreleri, ¢ok amagli optimizasyon tekniklerinden biri olan ve Non-
Dominated Sorted Genetic Algorithm (NSGA-II) olarak bilinen algoritma yardimiyla ayarlanmistir. Elde edilen
optimum parametrelerle sentezlenen, LQR kontrolciiniin performans bulgulari, simiilasyon sonuglar1 ile sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: LQR, NSGA-II, ¢ok amagli optimizasyon, pareto-optimal, DC motor
ABSTRACT

In addition to ensuring the stability of a linear time-invariant system with the LQR control approach, the feedback
gain of the system is achieved by minimizing a quadratic performance measure or cost function, making this approach
capable of shaping the performance expected from a closed-loop system. At this point, optimum determination of the
performance criterion to be minimized with the parameters of the weight matrix is important for the controller
performance. Optimization of the weight matrices should be performed with the multiple performance objectives
expected of the controller. This is a multi-objective optimization problem. Although weight matrices can be adjusted
by classical methods such as trial and error, pole assignment, without optimization, this can be tedious and time
consuming. Various multi-objective optimization techniques can be used to overcome this difficulty. In this study,
LQR-based optimal DC motor control is aimed. The Q and R weight matrix parameters of the controller's cost
function are adjusted with the help of an algorithm known as Non-Dominated Sorted Genetic Algorithm (NSGA-II),
which is one of the multi-objective optimization techniques. The performance findings of the LQR controller,
synthesized with the optimum parameters obtained, are presented with the simulation results.

Keywords: LQR, NSGA-II, multi-objective optimization, pareto-optimal, DC motor
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GIRIS

Goz 6niine alinan bir sistem igin bir takim fiziksel kisitlar altinda 6nceden belirlenmis olan performans Kriterlerinin
optimize edilmesini amaglayan kontrolcii tasarim yaklagimlari optimal kontroliin konusunu teskil eder. Bu alandaki
gelismelerin ortaya ¢ikardigi ve cok degiskenli bir optimal kontrol yaklagimi olan Lineer Kuadratik Regiilator (LQR),
uygulandig1 sistemin kararliligini gelistirmesinin yani1 sira minimum Kkontrol c¢abasiyla sistemin durum
yoriingelerindeki sapmay1 en aza indirgeme kabiliyetine sahiptir. Lineer Zamanla Degismeyen (LTI) bir sistem, LQR
kontrol altinda hem kararh kilinmakta, hem de karesel bir performans 6l¢iitiinii minimum kilacak sekilde, sistem igin
optimal bir geri besleme kazanci elde edilmektedir (Lewis, 1986). LQR kontrol yaklasimi, bir takim kontrol
miihendisligi problemlerinin ¢ézliimii amaciyla kullaniliyorken ayni zamanda pek ¢ok diger kontrol yontemine de
temel teskil ettiginden modern kontrol teorisinde ¢ok 6nemli bir yere sahiptir (Athans, 1966).

LQR kontrolcii karesel bir maliyet fonksiyonu minimize etmektedir. Oyle ki bu maliyet fonksiyonu igerisinde Q ve
R gibi iki parametre matrisi bulunmakta olup, Q matrisi ile sistemin durumlari, R matrisi ile de sisteme uygulanan
kontrol isareti agirliklandiriimaktadir (Hassani and Lee, 2014). LQR kontrolciiniin tasariminda, kapali ¢evrim kontrol
sistemi icin arzulanan performansin yakalanmasi bakimindan Q ve R agirlik matrisi parametrelerinin en uygun
bigimde ayarlanmasi biiyiik 6nem arz etmektedir (Nise, 2007; HG Kamil, 2015). S6z konusu bu parametrelerin
ayarlanmasi i¢in deneme yanilma, kutup atama ve Bryson yontemi gibi klasik yaklasimlar kullanilabilir olsa da bu
yontemler yorucu ve zaman alici olabilmektedir (Al-Mahturi and Wahid, 2017). Ancak kapali ¢evrim sisteme dair
yiizde asim miktari, yerlesme zamani ve siirekli hal hatasi gibi zaman domeni kriterleri ile Q ve R parametreleri
arasinda dogrudan bir iliski s6z konusu olmayip, bu parametreleri ayarlayacak sistematik teknikler de
bulunmamaktadir (Ata and Coban, 2015). Bununla beraber ilgili parametrelerin ayarlanmasi maksadiyla pargacik
siirii optimizasyonu Ve yapay ar1 kolonisi algoritmasi gibi ¢esitli siirii zekasi tabanli optimizasyon tekniklerinin yani
sira genetik algoritma vb. tekniklerde kullanilmaktadir (Bottura and Da Fonseca Neto, 1999; Mobayen et al., 2011).

Bu ¢aligsma kapsaminda, LQR tabanli optimal DC motor kontrolii amaglanmistir. Bu maksatla LQR kontrolcii igin
s0z konusu karesel maliyet fonksiyonuna dair Q ve R agirlik matrisi parametrelerinin ayarlanmasi gerekmektedir.
flgili parametrelerin ayarlanmasi, ¢ok amagli optimizasyon tekniklerinden biri olan ve NSGA-II olarak bilinen
optimizasyon algoritmasi yardimiyla gergeklestirilmistir. Elde edilen optimum parametreler kullanilarak sentezlenen
LQR kontrolciiniin sistem iizerindeki performansina dair bulgular, gergeklestirilen simiilasyon sonuglari ile
sunulmustur.

MATERYAL VE METOD

LQR Kontrol Yaklasinm

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

1
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Denklem-1°de verilen lineer zamanla degismeyen bir sistemi géz 6niine alalim. Burada x(t), y(t) ve u(t) sirasiyla
n, r ve m boyutlu durum, ¢ikis ve kontrol vektorlerini ifade etmektedirler.
LQR kontrolcii tasarim prosediirii Denklem-2’de verilmis olan karesel maliyet fonksiyonunu minimize etmek

amaciyla Denklem-3’te gosterildigi gibi bir lineer durum geri beslemesi kontrol kuralinin elde edilmesine kars1 gelir.

] = jm[xTQx + u'Ru] dt 2)
0

u(t) = —Kx(t) (3)
Burada xT Qx ile kontrol isaretinin enerjisi ifade edilirken, u” Ru ile ise transient enerji ifade edilmektedir.

Maliyet fonksiyonunda yer alan, simetrik yari pozitif tanimli Q € R™" matrisi sistemin durumlarin
agirliklandirmakta olup, simetrik pozitif tanimli R € R™*™ matrisi ise kontrol isareti agirliklarim ihtiva etmektedir.
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Denklem-3°te verilen lineer durum geri beslemesi kuralindaki K kontrol kazang¢ matrisi Denklem-4’te verildigi gibi
hesaplanmaktadir.

K =R 1BTP (4)

Bu denklemde goriilen P matrisi ise Denklem-5’te verilmis olan Cebirsel Riccati Denklemi’nin simetrik yar1 pozitif
tanimli ¢oziimiine tekabiil etmektedir.

PA+A"P+Q—-PBRBTP =0 (5)

Bu sayede Denklem-3’teki lineer durum geri beslemeli kontrol kurali kullanilmak suretiyle minimum kontrol eforu
harcanarak, kapali ¢evrim sistem ¢ikiginin arzulanan degere miimkiin oldugunca yakin seyretmesi garantilenmis
olmaktadir.

Cok Amach Olarak LQR Kontrolciiye Dair Agirlik Matrislerinin Optimizasyonu

Bu calismada LQR kontrolcii i¢in agirlik matrislerinin ¢ok amagli optimizasyon yaklasimiyla belirlenmesi
hedeflenmistir. Bu hedefe istinaden, evvela ¢ok amagli optimizasyon problemimizin yapisin1 kurgulayacak,
sonrasinda ise hizli ve iyi sonuglar iiretiyor olmasi bakimindan tercih edilen ve NSGA-II olarak bilinen ¢ok amaglt
optimizasyon algoritmasi1 yardimiyla elimizdeki ¢ok amagli optimizasyon problemini ¢6zmeye ¢alisacagiz. Bu
anlamda, NSGA-II algoritmasi kullanilarak J karesel maliyet fonksiyonu igerisinde yer alan Q ve R agirlik
matrislerine dair Pareto-Optimal ¢oziimler elde edilip, bu ¢6ziimlerden biri kullanilarak LQR i¢in J karesel maliyet
fonksiyonu belirlenir. J karesel maliyet fonksiyonunu minimize edecek olan lineer durum geri besleme kazanci K
hesaplanarak, optimal LQR kontrolcii tasarimina ulasilmig olur.

Cok amagli optimizasyon probleminin yapisini sekillendirirken iki amag fonksiyonu iizerinde karar kilinmigtir. Amag
fonksiyonlarinin olusumunda istifade edilen faktorler, sistem durum vektoériiniin kararli durumdan sapma miktari ve
kapali gevrim sistem kutuplarinin "s" diizlemindeki konumlar1 olarak diisiiniilmiistiir. Amag fonksiyonlar1 se¢ildikten

sonra Q ve R agirlik matrislerinin optimizasyonuna dair ¢ok amagli optimizasyon probleminin yapisi belirlenecektir.

Amag fonksiyonlarmin ilki sistem durum vektoriiniin kararli durumdan sapma miktar1 tlizerinden Q ve R
matrislerinden f’e gergeklesen bir esleme olarak, Denklem-6’da verildigi gibi se¢ilmistir;

o)

f1(Q.R) = j T dt (6)

0

Secilen Q ve R degerleri lizerinden hesap yoluyla optimal LQR kontrolcii elde edilir ve bu kontrolcii yardimiyla
sistem simiile edilerek f; amag¢ fonksiyonunun degeri hesaplanir. Kontrolciiniin sergiledigi performansin 6lgiisii f
amag fonksiyonunun degeri ile belirlenir. Daha kiigiik f; degerleri kontrolciiniin daha iyi bir kontrol performansi
sergilediginin gostergesidir.

Kapali ¢evrim sistemin kararlilign sistem kutuplarinin sol yari1 "s" diizleminde bulunmasim gerektirir. LQR
yaklagimuyla tasarlanan kontrolcii bu anlamda kararli olsa da kapali ¢gevrim kutuplarinin sol yart "s" diizleminde sanal
eksenden olan uzakliklar biyiidiik¢e soniim etkisi hizlanacak, aksi taktirde ise yavaglayacaktir. Iste, ikinci amag

fonksiyonunun ifadesi de kapali ¢evrim sistem kutuplarinin "s" diizlemindeki konumlar1 kullanilarak Denklem-
7’deki gibi verilmektedir.

1
¢ + max{abs(real[eig(A — BK)])}

f2(Q.R) = (1)

f> amag fonksiyonu, kapali cevrim kutuplar ile sanal eksen arasindaki pozisyon iligkisini ortaya koymaktadir. Yani

f>’nin degeri kiigiildiik¢e kapali ¢evrim kutuplarinin, sol yar1 "s" diizleminde sanal eksenden olan uzakliklart
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artacaktir. f,’nin ifadesinde yer alan "c", hata olusumunu engellemek maksadiyla kullanilan pozitif bir diizeltme
katsayisidir.

Amagc fonksiyonlar: segildikten sonra Q ve R agirlik matrislerinin optimizasyonuna dair ¢ok amagli optimizasyon
probleminin yapist, veya bir baska ifadeyle, cok amagli optimizasyon stratejisi belirlenmelidir. Oncelikle LQR agirlik
matrisleri Q ve R’ye bir goz atilacak olursa, agirlik matrislerinin pratikte kosegen formda asagidaki gibi
kullanildiklar1 goriiliir.

gz 0 -0 11 0 0

0 0 0 1., - 0
Q=1 q?z . o ['R=]: T . o

0 0 0 gqun 0 0 0 nrym

Q ve R agirlik matrislerinin kosegenleri tizerindeki elemanlar1 birlestirmek suretiyle elde etmis oldugumuz n + m
bilesenli deg = [q11,922) - » Qnno T11, 22 -» Tmm ] degisken vektoriinii kullanip, amag fonksiyonlari i¢in (8) no’lu
gosterimleri benimseyecek olursak, cok amagli optimizasyon problemimizin yapisi (9) no’lu ifadede gosterildigi gibi
olacaktir.

1
c+max(abs(real(A—BK)))

fi(deg) = [ x"x dt, f;(deg) = . f(deg) =(f1(deg) ,f»(deg)) ®)

min f(deg)
kisit:deg; >0 0<i<n+m

9)

non

Burada "deg;", "deg" degisken vektoriiniin i. bilesenini ifade etmektedir.

NSGA-II Cok Amach Optimizasyon Algoritmast

Kontrol sisteminin birden ¢ok performans olgiitiine beraberce odaklanabilmesi, belirlemis oldugumuz ¢ok amaglh
optimizasyon probleminin ama¢ fonksiyonlarinin miimkiin oldugunca beraberce minimum yapilmasini gerektirir.
Bunu saglayacak olan sey LQR agirlik matrisleri Q ve R’nin optimal ¢oziimleridir. S6z konusu ¢ok amach
optimizasyon probleminin ¢oziimii amaciyla kullanacagimiz, NSGA-II algoritmasina dair optimizasyon siirecinin
basamaklar1 asagida maddeler halinde sunulmustur.

1) deg bireylerinin olusturdugu baslangi¢ nesli olusturulur.

2) Her bir var bireyi i¢in amag fonksiyonu hesaplanir.

3) Bireyler her biri yek digerine baskin olmayacak sekilde siralanir ve siralanan bireyler derecelendirilir.

4) Yigilma uzakligi (YU) hesaplanir.

5) deg bireylerinden olusan neslin yarisi, her bir bireyin derecesi ve YU degeri lizerinden ebeveyn nesil olarak
secilir. Yani rastgele segilen iki bireyin dereceleri farkli ise derecesi biiyiik olan, aksi taktirde ise YU degeri
biiyiik olan birey ebeveyn olarak segilir.

6) Ikili aprazlama benzetimi ve polinomsal mutasyon gerceklestirilir.

7) Ebeveyn nesil ile olusan yeni nesil birlestirilerek, 3 ve 4 numarali adimlar icra edilir. Tekrar baglangic
neslindeki birey sayisina ulasilincaya kadar, derecelerine ve YU degerlerine bakilarak bireyler arasindan
secim yapilir.

8) 2.,3,4,5,6,7 numarali adimlar, maksimum nesil sayisina ulasilincaya kadar tekrar edilirler.

NSGA-II algoritmas1 kullanilarak gergeklestirilen ¢ok amagli optimizasyon tamamlandiginda Q ve R agirlik
matrisleri i¢in Pareto-Optimal c¢ozlimlere ulasilmis olacaktir. Pareto-Optimal ¢oziimlerden hangisi tizerinde
uzlasilacagi ya da en uygun ¢6ziimiin hangisi olacagi konusunda, Pareto-Front’un sekli veya tercih sebebi belirleyici
olacaktir. Pareto-Optimal ¢oziimlerden, iizerinde uzlasilan yani en uygun kabul edilen ¢dziime karar verildikten sonra
bu ¢oziime karsi gelen Q@ ve R matris cifti kullanilarak, karesel maliyet fonksiyonu J hesaplanir. Son olarak
hesaplanan J karesel maliyet fonksiyonunu minimum kilan LQR optimal kontrolciiniin tasarimi gergeklestirilir (Li,
Liu, and Wang 2008).
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DC Motorun Durum Uzay1 Modeli

Bu c¢alismada, LQR agirlik matrislerinin, NSGA-II algoritmasi kullanilarak ¢ok amacli optimizasyonu sonucu
ulasilan, optimal LQR kontrolciiniin performansi dogru akim motoru iizerinde gergeklestirilen simiilasyon ¢alismasi
ile ortaya koyulacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle DC motorun matematik modelinin ¢ikarilmasi uygun olacaktir.

I:|' L: Rl I_:_
i A
o
s LN
Ve L (T )E, Va
- 4 v
= Lr JT :
Alan devresi B.J Armatiir Devresi

Sekil 1. DC Motorun Esdeger Devre Modeli

Sekil 1’ de sabit alan uyarimli DC motorun esdeger devresi goriilmektedir. DC motorun armatiir devresinin
elektriksel denklemleri asagidaki gibidir;

, di,
Va = Rala +LaE+Eb

(10)
di,

Vo=Rqis + L, dt

+KbW

Burada V,, armatiir gerilimini, R, armatiir direncini, L, armatiir indiiktansini, E}, zit elektromotor kuvvetini, K}, zit
elektromotor kuvveti sabitini, w motorun agisal hizin1 ve i, armatiir akimimi gostermektedir. Mekanik kisma ait
dinamikler, asagidaki tork denge denklemleriyle ifade edilmektedir.

dw
T = Kyig =]+ Bw (11)

Burada / motorun atalet momentini, T motor torkunu, B viskoz siirtinme katsayisin1 ve K tork carpani sabitini
vermektedir. (10) ve (11) no’lu denklemler tekrar diizenlenip ifade edilecek olursa Denklem-12’ye ulasilir.

di, R,. K, Va

AL L L, ”
dw Ky B (12)
a =g e yw

Bu ¢alismanin LQR kontrolcii tasarimini igermesi sebebiyle DC motor i¢in durum uzayi modelinin elde edilmesi
uygun olacaktir. Bu maksatla DC motor i¢in agisal hiz (w) ve armatiir akimi (i,)’y1 durum degiskenleri olarak
belirleyip, armatiir gerilimi (V) y1 giris, acisal hiz (w)’y1 da ¢ikis olarak secersek DC motorun durum uzayindaki
ifadesi Denklem-13’ teki gibi olacaktir.

di, [_R“ _KB] 1

dt | _ L, L, i —

dw ‘| r —B [u'ﬁ]+ Loa Va (13)
al |7 T
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y=to ufs]

NSGA-II ile Agwirlik Matrisleri Optimize Edilmis LOR Kontrolciiniin DC Motora Uygulanmast

Agirlik matrisleri optimize edilerek DC motora uygulanacak olan LQR kontrolciiniin tasarimi1 Denklem-13’teki DC
motorun durum wuzayt modeli kullanilarak gerceklestirilecektir. Agirlik matrislerinin  optimizasyonu
gerceklestirilirken NSGA-II algoritmast i¢in segilen ayarlar Tablo 1°de verilmistir.

Tablo 1. NSGA-II i¢in Uygulanan Ayarlar

NSGA-II parametresi Degeri
Neslin birey sayist 200
Caprazlama olasilig1 0.9
Mutasyon olasiligt 0.5
Maksimum nesil sayist 20
Mutasyon giicii 0.05

NSGA-II yardimiyla optimize edilmis olan Q ve R agirlik matrisleri i¢in Pareto-Optimal ¢oziimleri veren f41(Q, R)
ve f,(Q, R) amag fonksiyonlarina dair Pareto-Front grafigi Sekil 2’de gosterildigi gibi olmaktadir.

0-045 T T T T T T T T

0.04 4

0.035 .

0.03 7

f,(Q.R)

0.02 7

0.015 7
Qe @ e @ @

001 | 1 1 1 1 1 | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

f(QR)

Sekil 2. Amag Fonksiyonlari i¢in Pareto Front Grafigi
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0.045 u | |

0.04 1

0.035 1

0.03 1

(QR)

" 0,025 -

0.02

\

0.015 7
® 00 ] o0 @ @ ¢ o0 0o ©

001 | | |
0 0.5 1 1.5 2

f(QR)

Sekil 3. [0,2] Araligindaki f; Degerleri i¢cin Amag¢ Fonksiyonlarinin Pareto Front Grafigi

Sekil 3’teki amag fonksiyonlarina dair Pareto Front grafigi iizerindeki A, B, C, D noktalarinin tekabiil ettigi, 4 farkl
Q ve R agirlik matrisi giftine dair elde edilmis olan, 4 farkli LQR optimal kontrolciiniin performansi Sekil 4’te ayri
ayrn goriilmektedir. Her durumda DC motora, bozucu giris olarak, t = 5s i¢in motorun doniis istikametinin aksine
0.1 Nm tork uygulanmustir.

1.2 1.2
1 = 1 —
0.8 ] 08f
£ £
E” 08] = Wier E” 06f = Wier
E‘ Td E‘ Td
B 04 feedback (LQR) 4 T3 0.4 - feedback (LQR) -
E E
0.2} 3 0.2
0 0
0.2 1 ! -0.2
0 5 10 15 0 5 10 15
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0.8 1 0.8
£ £
o 0.6 — Wi o 0.6 — Wi
= =
@ Ta @ Ta
'c'é 0.4 feedback (LQR) - 'c'é 0.4+ feedback (LQR) -
E E
0.2 0.2
0 0
02 : ' 02
0 5 10 15 0 5 10 15
t(s) t(s)
C D

Sekil 4. Pareto-Front Grafigindeki 4 Farkli Nokta i¢in Elde Edilen Kapali Cevrim Sistem Cevaplari

SONUCLAR VE TARTISMA

Cok amagli optimizasyon yardimiyla agirlik matrisleri optimize edilen LQR optimal kontrolciiniin DC motor 6rnegi
tizerindeki simiilasyon sonuglart incelendiginde, Sekil 3’ teki Pareto-Front grafiginde goriilen A noktasindan D
noktasina dogru gidildikg¢e f, amag fonksiyonunun degeri artmaktadir. Bu da kararli durumdan sapma miktarina dair
integralin yani hatanin enerjisinin biiyiimekte oldugu anlamini tagir. Bu sebeple kararli duruma ulasma zamani gitgide
uzamakta sistemin referansi yakalamasi daha uzun siirmektedir. Sekil 4’te verilen sistem cevabi grafiklerinde bu
durum agikca goriilmektedir. Yine A noktasindan D noktasina dogru gidildik¢e f, amag¢ fonksiyonunun degeri
azalmakta yani kapali ¢evrim sistemin sol yar1 "s" diizleminde yer alan kutuplar1 imajiner eksenden uzaklagmaktadir.
Bu da yine Sekil 4’teki grafiklerden de goriilecegi iizere soniim etkisinin artmasina sebep olmaktadir. Burada
aydinlatilmast gereken oOnemli nokta, Pareto-Front grafigi iizerindeki Pareto-Optimal c¢ozlimlerden hangisi
kullanilarak LQR kontrolciiniin tasarlanacagi konusudur. Bu noktada, belirleyici olacak olan Pareto-Front’un sekli
veya kapali ¢evrim sistemden bekledigimiz performans konusunda neyi énemsedigimizdir.
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