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Oz

Bu ¢alismada, birinci mertebe kayma deformasyonu teorisine dayali olarak fonksiyonel derecelendirilmis kiriglerin
serbest titresim analizi Navier tipi ¢6ziim yontemi kullanilarak yapilmistir. Hareket denklemleri Lagrange esitlikleri ile
tiretilmis, problemin ¢oziimiinde ise trigonometrik fonksiyonlar kullanilmigtir. Farkli sinir sartlarma, hacimsel oran
fonksiyonunun farkli k degerlerine ve kirigin acikliginin yiiksekligine oranina bagl olarak dogal frekanslar sayisal olarak
hesaplanmistir. Sayisal sonuglar literatiirle kiyaslanmis ve olduk¢a uyumlu olduklart goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme, Navier metodu, Birinci mertebe kayma deformasyonu
teorisi.

Free Vibration Analysis of Functionally Graded Beams

Abstract

In this study, the free vibration analysis of functionally graded (FG) beams is performed Navier type solution method
according to the first-order shear deformation beam theory. The governing equations are derived from the Lagrange’s
equations, and they are solved by using trigonometric series. Natural frequencies are calculated numerically for different
boundary conditions, power-law indices and span-to-height ratios. Comparisons show in good agreement with the
literature.

Keywords: Functionally graded material, Navier method, Free vibration, First-order shear deformation theory.
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1. Giris

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler (FDM), 6zel kompozitler olup bilesiminde bulunan
malzemelerin mekanik 6zellikleri bir noktadan digerine diizenli ve siirekli olarak degismektedir.
Klasik kompozit malzemelerde farkli malzeme 6zelliklerinden dolay1 birlesim noktasinda meydana
gelen keskin degisiklikler, bu noktada gerilme yigilmalarina ve catlak gelisimine sebep olabilir.
FDM’lerde ise bir malzemeden digerine derecelendirilmis sekilde gegis saglandigindan bu sorunlarin
en aza indirgenmesi hedeflenmistir.

Literatiir incelendiginde, FDM kiriglerle ilgili farkli teorileri esas alan ¢ok sayida caligsma
oldugu goriiliir. Bu ¢alismalar, asagida 6zetlenmistir.

Aydogdu ve Taskin (2007), basit mesnetli FDM kirisin serbest titresimini c¢esitli yiiksek
mertebe kiris teorilerini kullanarak incelemislerdir. Calismalarinda, elastisite modiiliiniin yiikseklik
boyunca bir kuvvet fonksiyonuna gore degistigi kabul edilmistir. Hareket denklemleri Hamilton
prensibi ile elde edilmis, Navier tipi ¢coziim yontemi kullanilarak kirigin frekanslar1 bulunmustur. Li
(2008), FDM kirislerin statik ve dinamik analizleri i¢in kayma deformasyonlar1 ve donel atalet
etkilerinin Timoshenko teorisi ile dikkate alindig1 bir ¢6ziim metodu Snermislerdir. Burada, tiim
malzeme Ozellikleri kirig yiiksekliginin keyfi fonksiyonlar1 olarak se¢ilmistir. Matematik model
olarak dordiincii mertebeden bir diferansiyel denklem tiiretilmis; yer degistirme, donme, i¢ kuvvetler
ve gerilmeler, bu denklemin ¢6ziimleri olarak tanimlanmistir. Sina vd. (2009), FDM kirislerin serbest
titresim analizi i¢in geleneksel birinci mertebe kiris teorisinden fakli yeni bir teori dnermislerdir.
Kiriste yanal normal gerilmelerin sifir oldugu varsayilarak Hamilton prensipleri yardimiyla hareket
denklemleri tliretilmistir. Simsek (2010b), farkli yiiksek mertebe kirig teorilerini goz Oniine alarak
FDM kirislerin temel frekanslarini analitik olarak elde etmistir. Thai ve Vo (2012), literatiirde mevcut
cesitli yiiksek mertebe kayma deformasyonu teorilerini FDM Kkiriglerin egilme ve serbest titresim
analizlerinde kullanmiglardir. G6z Oniine alinan, teorilerde kiris yiiksekligi boyunca kayma sekil
degistirmesinin yiiksek mertebe degisimi dikkate alinmaktadir. Nguyen vd. (2013), eksenel yiik
altindaki FDM Kkirislerin statik ve serbest titresim analizleri i¢in birinci mertebe kayma deformasyonu
teorisine dayali analitik ¢6ziim gelistirmislerdir. Calismada, kayma sekil degistirme enerjisinin
analitik olarak elde edebilmektedir. Hadji vd. (2016), FDM kiriglerin statik ve serbest titresim
analizleri i¢in yeni bir yiiksek mertebe kayma deformasyon modeli gelistirmislerdir. Teori, kiris
yiiksekligi boyunca kayma gerilmesinin yiiksek mertebeden degisimini hesaba katmaktadir. Navier
tipi analitik ¢6ziim ile sayisal sonuglar elde edilmistir. Chen ve Chang (2017), FDM Euler-Bernoulli
kirislerinin serbest titresimlerini doniistiiriilmiis kesit yontemi ile incelemislerdir. Kiriste malzeme

ozellikleri yiikseklik boyunca bir kuvvet fonksiyonuna gore degismektedir. Yazarlar, kirisin dogal
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frekanslar i¢in kapali formda ¢oziimler elde etmislerdir. Lee ve Lee (2017), FDM Euler-Bernoulli
kirislerinin serbest titresimlerini transfer matrisi metoduyla incelemislerdir. Yazarlar, kirisin iki
ucunda sinir sartlari arasinda bir iliski kurarak FDM kiris i¢in kesin transfer matrisini elde etmislerdir.
Bu metodun, malzeme 0&zelliklerinin yiikseklik boyunca kuvvet fonksiyonuna gore degistigi
problemlerde dogal frekanslar ve mod sekillerinin hesabinda gayet kullanishi oldugunu ifade
etmislerdir. Bu analitik metotlara ilave olarak sonlu elemanlar metodunu kullanan Kahya ve Turan
(2017), FDM Kkiriglerin serbest titresim ve burkulma analizleri i¢in birinci mertebe Kiris teorisine
dayali bes diigiim noktali ve on serbestlik dereceli bir sonlu eleman Onermislerdir. Malzeme
ozelliklerinin yiikseklik boyunca bir kuvvet fonksiyonuna gore degistigini kabul etmigler; Lagrange
denklemleri yardimiyla kiitle, rijitlik ve eleman rijitlik matrislerini tiiretmislerdir. Bu ¢alismanin
devamu niteligindeki ¢alismada; Kahya ve Turan (2018), fonksiyonel derecelendirilmis sandvig
kirislerin titresim ve stabilite analizlerini 6nerdikleri sonlu eleman modeli ile incelemislerdir.

Bu ¢aligmanin amaci, birinci mertebe kayma deformasyonu teorisine dayali olarak fonksiyonel
derecelendirilmis kirislerin dogal frekanlarin1 Navier tipi ¢oziim yontemi ile elde etmektir. Hareket
denklemleri Lagrange esitlikleri ile tiiretilmis, problemin ¢éziimiinde ise trigonometrik fonksiyonlar
kullanilmistir. Farkli sinir sartlarina, hacimsel oran fonksiyonunun farkli (k) degerlerine ve kirigin
acikliginin yiiksekligine oranina bagli olarak dogal frekanslar sayisal olarak hesaplanmistir. Sayisal

sonuglar literatiirle kiyaslanmis ve olduk¢a uyumlu olduklar1 goriilmiistiir.

2. Formiilasyon

2.1. Malzeme Ozellikleri

Dikdortgen kesitli tipik bir FDM kiris i¢in boyutlar ve koordinat eksenleri Sekil 1°de
goriilmektedir. FDM Kkirigin {ist yiizeyi tamamen seramik, alt yiizeyi ise tamamen metaldir. FDM

kirisin lineer elastik, izotrop oldugu ve malzeme 6zelliklerinin yiikseklik boyunca

P(z)=(R -F)V.(D)+F, (1)

seklinde degistigi kabul edilmektedir. Burada Ps ve Pm sirasiyla seramik ve metal bilesenlerine ait
malzeme Ozelliklerini (Elastisite modiilii E, Poisson oran1 v, yogunluk p) gdstermektedir. Vc ise
bilesimdeki seramigin hacimsel malzeme oranini gostermektedir. Sekilde verilen izotrop FDM Kkiris

icin V¢ hacimsel malzeme oran fonksiyonu
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Sekil 1. FDM kirisin geometrik 6zelikleri ve koordinat eksenleri
2.2. Birinci Mertebe Kayma Deformasyonu Kiris Teorine Dayah Analitik Coziim

Birinci mertebe kayma deformasyonu kiris teorisine gore kirisin tarafsiz ekseni iizerinde

olmayan herhangi bir noktasindaki yer degistirmeleri

u(x,z,t) =u’(x,t)—2¢"(x,1), 3)

wW(X,z,t) = w'(x,1)

seklindedir (Kahya ve Turan, 2017). Burada t zamani ifade etmektedir. u’, w® ve ¢’ ise sirasiyla kirisin
tarafsiz ekseni ilizerinde 6lgiilen yatay ve diisey yer degistirmeler ile kesit donmesini gostermektedir.

Sekil degistirme-yer degistirme bagintilari
Ex = u,?( - Z¢,(>)<9 Ve = W(:( _¢O (4)

seklinde yazilabilir. Burada, &, ve j, sirastyla normal ve kayma sekil degistirmeleridir. (-) , ifadesi,

X degiskenine gore tiirevi ifade etmektedir. Fonksiyonel derecelendirilmis izotropik kiris i¢in bilinye

denklemleri

O-XX = E(Z)gXX’ TXZ = KG(Z)}/XZ (5)
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seklindedir. Burada, o,, ve 7, sirasiyla normal ve kayma gerilmeleridir. K kesmede diizeltme
katsayist olup dikdortgen kesitler i¢cin 5/6’dir. G(z) = E(z)/2[1+v(z)] olarak tanimlidir. E(z), G(2)

ve U2) sirastyla elastisite modiilii, kayma modiilii ve Poisson orani olup kiris yiiksekligi boyunca

degismektedirler.
Hareket denklemleri
droy_oll_, (6)
dt\ aq, ) oq

Lagrange denklemi yardimiyla elde edilmistir. Burada g, ve §; bagimsiz degiskenler olup
[I=T - +V) )
seklinde tanimlidir. (7) ifadesinde T kinetik enerjiyi, U sekil degistirme enerjisini ve V dis yiikiin

yaptig1 isi gostermektedir.

Kirisin sekil degistirme enerjisi

u=1p* dAd
- EJ‘O .[A (Gxxgxx + szyxz) X (8)
seklinde olup A kirisin kesit alanidir. Kirisin kinetik enerjisi ise
_ 1 L .2 .2
T= 5'[0 jA p(2)(U* +W?)dAdx 9)

seklinde tamimlidir. Burada p malzeme yogunlugudur. Ust nokta ile zamana gore tiirev ifade
edilmektedir.
Kirise ekseni dogrultusunda uglarindan etkiyen Po basing kuvveti ile eksen boyunca etkiyen

diisey g yayih ytkiiniin yaptig1 is
V=L{"pwyd+ [ qu'd 10
=2 [, ROwhy de [ Tqw dx (10)

seklinde tanimlidir. (8) ve (9) esitlikleri kullanilarak sekil degistirme enerjisi ve kinetik enerji

ifadeleri asagidaki gibi elde edilir:
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U =3[ A ) —2Au g AR) B, [(¢7) ~20w,+(w)) o (in
=—j { 200" 0+ 1,(¢ )2+I0(v'v°)2}dx (12)
Burada;

[A-A.Al=[ E@[L22 1A B, =] KG(z)dA (13)
s s 1,1= [, P11, 2,2°1dA (14)

seklinde tanimlidir. Sayisal ¢6zlim i¢in yer degistirmeler asagidaki sekilde kabul edilmistir (Kahya
ve Turan, 2017):

D= Y a00un, W =Dw 0w, Fxn=d 6004 (15)

Burada, u,(t), w(t) ve @(t) genellestirilmis koordinatlari, ¢,(X), y;(X) ve &(X) ise kirisin ug
sartlarina bagl olarak degisen trigonometrik fonksiyonlari, m ise trigonometrik seri sayisini
gostermektedir. Tablo 1°de, caligmada goz Oniine alinan kirisler i¢in mesnet sartlarini saglayacak
sekilde segilen bu fonksiyonlar verilmistir.

Is ve enerji ifadeleri, yukarida verilen ¢dziim fonksiyonlar: da hesaba katilarak Lagrange

denkleminde yazilirsa L boyundaki kiris i¢in hareket denklemi
MX+(K, -PK,)X=F (16)

olarak elde edilir. Burada M, K., K ve F sirastyla sistem kiitle, rijitlik ve geometrik rijitlik matrisleri

ile yiik vektorii olup

Tablo 1. Analitik ¢6ziimde kullanilan trigonometrik fonksiyonlar

Sinir Sartlar @.(X) v (X) 6.(x)
B-B cosl—”x sinzx coszx
L L L
2i—1 2i—1 2i—1
A-S sin( )ﬁx l—cos( )”X sin( )”
2L 2L 2L

A-A sin2|—7Z X sin’ iz X sin 2‘—” X
L L L
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M, M, M, K, K, K; 0 00 0
M= Msz M, M, |, K. = Ksz K, Ky, K, =|0 G, 0|, F=1F, (17)
M1T3 ML M, KlTs K; K, 0 0 0 0

seklindedir. Buradaki matrislerin agik ifadeleri Ekler’de basit mesnetli FDM Kkiris i¢in verilmistir. X

yer degistirme vektori ise
X:{ul e W, e W ¢1 ¢m}T (18)

seklinde tanimlidir. Serbest titresim analizi i¢in (16) denkleminde F = 0 ve Po = 0 olarak alinir ve

¢oziim X =ue'* seklinde diisiiniiliirse

K,-o’M)u=0 (19)

denklemi elde edilir. Burada wkirisin dogal frekansidir. (19) denklem sistemi bir 6z deger problemini
vermektedir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrislerini sifir yapan @ degerleri kirisin dogal

frekanslaridir.
3. Bulgular ve Tartisma

Bu béliimde, FDM kirislerin serbest titresimi birinci mertebe kayma deformasyonu teorisine
dayal1 Navier tipi ¢oziim yontemi ile incelenmis ve sayisal sonuglar elde edilmistir. Burada farkl
mesnetlenme durumlari, farkli kiris uzunlugu ve hacimsel oran fonksiyonunun farkli k degerlerine
gore analitik ¢oziimiin dogrulugu kontrol edilmistir. G6z Oniine alinan kiris modelleri sirasiyla iki
ucu ankastre kiris (A-A), konsol kiris (A-S) ve basit kiris (B-B) seklindedir.

Bu modelde kullanilan metal ve seramik FDM i¢in malzeme 6zellikleri sirastyla:

e Em=70GPa, pm = 2702kg/m’, v = 0,3

e Es=380GPa, ps = 3960kg/m’, 1s=10,3

seklindedir. Sayisal sonuglar, serbest titresim i¢in

2
oL | pn (20)
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seklinde boyutsuz olarak verilmistir. Tablo 2’de analitik ¢dziimde gerekli terim sayisini belirlemek
icin yakinsama kontrolii yapilmistir. 12 terim i¢in analitik sonuglarin yeterli dogrulukta oldugu kabul
edilmistir.

Tablo 3 ve 4’de gesitli sinir sartlarina gore FDM kiriglerin boyutsuz dogal frekanslari L/h = 5
ve 20 icin verilmistir. Bu tablolarda analitik ¢ozlimiiler literatiirde verilen sonuglarla kiyaslanmgtir.
Sonuglarin uyumlu oldugu goriilmiistiir. k’nin degeri arttikga boyutsuz dogal frekanslar tiim
mesnetlenme durumlari i¢in azalmaktadir. Ayrica en bilyiik boyutsuz dogal frekans A-A kiriste en
kiictigii ise A-S kiriste meydana gelmektedir.

Sekil 2-4’de ¢esitli mesnet durumlari i¢in FDM Kkiriglerin boyutsuz dogal frekanslarinin L/h’ye
gore degisimleri verilmistir. Tim grafikler incelendiginde L/h’nin artmasiyla boyutsuz dogal
frekanslarin azaldigi ve L/h = 20 gibi bir degerden sonra sabit kaldig1 gériilmektedir. En biiyiik dogal
frekanslar, k = 0°da yani kirisin seramik olmasi durumunda ortaya ¢ikmaktadir. k arttik¢ca dogal

frekanslarin azaldig1 bu grafiklerden de goriilmektedir.

Tablo 2. Farkli sinir sartlarina sahip FDM Kkirislerin boyutsuz dogal frekanslarmin analitik ¢oziimde
kullanilacak terim sayisina gore degisimi (L/h=35,k=1)

. Sinir Sartlari
Terim Sayis1 (m) BB AA AS
2 3,9902 8,0962 1,4697
4 3,9902 7,9992 1,4656
6 3,9902 7,9669 1,4645
8 3,9902 7,9506 1,4641
10 3,9902 7,9407 1,4638
12 3,9902 7,9341 1,4636
14 3,9902 7,9293 1,4635
16 3,9902 7,9257 1,4635

Tablo 3. Cesitli sinir sartlarina sahip FDM Kkirislerin boyutsuz dogal frekanslari (L/h = 5)

Kiris Teori k=0 k=0,5 k=1 k=2 k=5 k=10 k —
A-A  Analitik 10,04695 8,70984 7,93407 7,21936 6,67601 6,34923 5,22031
Simsek (2010a)® 10,0705 8,74674 7,95034 7,17674 6,49349 6,16515 5,23254
Nguyen vd. (2015)® 10,0726 8,7463 7,9518 7,1776 6,4929  6,1658 -
Vo vd. (2014)® 10,0678 8,7457 7,9522 7,1801 6,4961 6,1662 -
B-B  Analitik 5,15248 4,40789 3,99024 3,63439 3,43120 3,31344 2,67718
Simsek (2010a) 5,15274 4,41108 3,99042 3,62643 3,40120 3,28160 2,67732
Nguyen vd. (2015) 5,1528 4,4102 3,9904 3,6264 3,4009 32815 -
Vo vd. (2014) 5,1528 4,4019 3,9716 3,5979 3,3743 3,2653 -
A-S  Analitik 1,89599 1,61814 1,46380 1,33449 1,26527 1,22487 0,98514
Simsek (2010a) 1,89523 1,61817 1,46328 1,33254 1,25916 1,21834 0,98474
Nguyen vd. (2015) 1,8957 1,6182 1,4636 1,3328 1,2594  1,2187 -
Vo vd. (2014) 1,8952 1,6180 1,4633 1,3326 1,2592 1,2184 -

M Parabolik kayma deformasyonu teorisine dayali analitik ¢éziim
@ Yiiksek mertebe kayma deformasyonu teorisine dayal: analitik ¢6ziim
® Yiiksek mertebe kayma deformasyonu teorisine dayali sonlu eleman metodu
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Kiris  Teori k=0 k=0,5 k=1 k=2 k=5 k=10 kK — o
A-A Analitik 12,2259 10,4273 9,4331 8,6056 8,1715 7,9145  6,7034
Simsek (2010a)® 12,2238 10,4287 9,4316 8,5975 8,1446 7,8858 -
Nguyen vd. (2015)® 12,2243 10,4269 9,4319 8,5977 8,1446 7,8860 -
Vo vd. (2014)® 12,2228 10,4279 9,4328 8,5994 8,1460 7,8862 -
B-B Analitik 5,4603 4,6509 4,2051 3,8368 3,6509 3,5416  2,9964
Simsek (2010a) 5,4603 4,6516 4,2050 3,8361 3,6485 3,5390 -
Nguyen vd. (2015) 5,4603 4,6506 4,2051 3,8361 3,6485 3,5390 -
Vo vd. (2014) 5,4603 4,6506 4,2039 3,8343 3,6466 3,5379 -
A-S Analitik 1,9497 1,6604 1,5011 1,3698 1,3039 1,2651  1,0701
Simsek (2010a) 1,9495 1,6605 1,5011 1,3696 1,3033 1,2645 -
Nguyen vd. (2015) 1,9496 1,6602 1,5011 1,3696 1,3034 1,2646 -
Vo vd. (2014) 1,9496 1,6603 1,5011 1,3696 1,3034 1,2645 -

M Parabolik kayma deformasyonu teorisine dayal analitik ¢oziim

@ Yiiksek mertebe kayma deformasyonu teorisine dayal: analitik ¢6ziim

® Yiiksek mertebe kayma deformasyonu teorisine dayali sonlu eleman metodu

Sekil 2. Basit mesnetli FDM kiriglerin boyutsuz dogal frekanslarinin L/h’ye gére degisimi

el

el

8
6_
k=0
k=1
4_
k=10
2 I S B —
0 10 20 30 40
L/h

50

2,5

2,0 - k=0
k=1

1,5 1
k=10

1,0 T T T T T T T

0 10 20 30 40

L/h

50

Sekil 3. Konsol FDM kirislerin boyutsuz dogal frekanslarinin L/h’ye gore degisimi



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 8(2), 119-130, 2018 128

15
k=0
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Sekil 4. Tki ucu ankastre FDM Kkirislerin boyutsuz dogal frekanslarmin L/h’ye gore degisimi
4. Sonuglar ve Oneriler

FDM kirislerin serbest titresimi birinci mertebe kayma deformasyonu teorisine dayali analitik
¢Oziim olan Navier tipi ¢oziim yontemi ile incelenmistir. Burada problemin ¢éziimii igin
trigonometrik seri fonksiyonlar 6nerilmistir. Bu fonksiyonlarla elde edilen dogal frekanslar literatiir
ile kiyaslanmis ve analitik ¢6zlimiin oldukca 1yi sonuglar verdigi goriilmiistiir. Mevcut ¢oziimiin bu
problem i¢in performansi yeterlidir. Ayrica bu ¢6ziim metodu ile FDM sandvi¢ kirislerin serbest

titresimi de incelenebilir.

Ekler

Birinci mertebe kiris teorisiyle basit mesnetli FDM kiris i¢in elde edilen analitik ¢oziimde kiitle,
rijitlik, geometrik rijitlik matrislerinin ve yayil yiik vektoriiniin elemanlar1 asagida acik olarak

yazilmistir.

a) Kiitle matrisinin elemanlar:

M, =M,,=| 0 "-. 0 , M, =M}, =M,, =M, =0, (E1)
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LI1 0 0 le 0 0
; 2 2
M,=M,;,=| 0 0 , M= 0 0
0 0 —I, 0 0 —I,
b) Rijitlik matrisinin elemanlari:
2 -
0 0
2L A .
K, = 0 0 ., K, =K, =0,
m’z?
0 0
L 2L Ao_mxm
I’z ] Iz
0 0 —B, 0 0
T _ 2
K,=| 0 0 , Ky,=K,=| 0 . 0 ,
m’z’ mz
0 0 —B
0 YA PN
127’ | L, 1’2 |
B, 0 0 —B,+ 0 0
oL " PR _
K,, = 0 0 , Ky = 0 0
m’z’ L m’z’
0 0 0 —B,+
i 2L Jon i TR

¢) Geometrik rijitlik matrisi elemanlart:

122
'z 0
2L
G,=| 0 0
2_2
0 0 m-z
- 2L mxm
d) Yayil ytik vektorii

Lgq Lgcos(l7)
Iz Y

Lg Lgcos(mx)
mz mrz -
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