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Oz
Bu calismada, Rafeiro vd. (2018) tarafindan tanimlanan biiyiik Lebesgue dizi uzaylar1 modiiliis fonksiyonu yardimiyla
genellestirildi. Ayrica, bu uzaylarin bazi topolojik ve kapsama dzellikleri incelendi.
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In this paper, the grand Lebesgue sequence spaces defined by Rafeiro vd. (2018) were generalized using modulus

function. Also, some topological and inclusion properties of these spaces were examined.
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1. Giris

Bu ¢alismada, N, R ve C sembolleri ile sirasiyla dogal sayilar, reel sayilar ve kompleks sayilar kiimeleri
gosterilsin. Modiiliis fonksiyon kavrami ilk defa Nakano (1953) tarafindan tamimlanmig ve temel bazi
ozellikleri verilmistir. Asagidaki dort kosulu saglayan f:[0,00) — [0,00) fonksiyonuna bir modiiliis
fonksiyonu denir:

1) f) =0 x=0,

2) her x,y € [0,00) i¢in f(x +y) < f(x) + f(),

3) f fonksiyonu artandir,

4) Sifir saginda f fonksiyonu siireklidir.
Boylece modiiliis fonksiyonun [0, o) araliginda siirekli oldugu sonucu ¢ikarilir. Modiiliis fonksyonlari sinirh

veya sinirsiz olabilirler. Ornegin, f(x) = ﬁ fonksiyonu sinirli fakat 0 < p < 1 i¢in f(x) = xP smursizdir.

Modiiliis fonksiyonunun tanimindaki 2) 6zelliginden her n € N i¢in f(nx) < nf(x) saglanir. Buradan her
n € N igin

fx)sf (nx %) <nf G) 1)
ve boylece
@ =£() @

esitsizligi elde edilir. f bir modiiliis fonksiyonu ve w kompleks dizilerin uzay1 olmak {izere

L(f) = {x € w: XLy f(Ixk[) < o0} ©)

uzay1 bir FK-uzayidir (Ruckle, 1973). Ruckle, bu uzay1 A. Wilansky’ nin “{e;, e,, ... } birim vektérlerinin
sinirl1 kiimesini bulunduran en kiigiik FK uzay1 var midir?” sorusunun cevabini ararken tanimlamistir. Yine,
biitiin L(f) uzaylarinin arakesitinin sonlu biitiin dizilerin uzay1 oldugunu gostermistir. Eger pozitif x reel
sayilar1 i¢in f(x) = x alimirsa L(f) uzayr #; uzayma indirgenir. Bu uzaylar birgok yazar tarafindan
calisilmistir (Maddox, 1986; Savas, 1999; Malkowsky ve Savas, 2000; Ogur, 2015). Ayrica, Ogur ve Duyar
(2016) modiiliis fonksiyonu yardimiyla Lorentz dizi uzaylarini genellestirmistir.

X bir vektdr uzay1 olmak iizere p: X — [0, o0) fonksiyonuna asagidaki kosullar1 saglamasi durumunda bir
paranorm denir;

) p(0)=0,
i) her x € X i¢in p(—x) = p(x),

iii)  x € X,1€C,(1,),Cuzaymnda bir dizi ve (x,), X vektor uzayinda bir dizi olmak iizere
eger n - oo iken |4, —A| = 0 ve p(x, —x) = 0ise p(A,x, —Ax) - 0 saglanir. (Bu ozellige
skalerle carpimin siirekliligi denir).
1<p <o olmak iizere LP) biiyiik Lebesgue uzay: ilk olarak Iwanec ve Shordone (1992) tarafindan
tanimlanmistir. Jain ve Kumari (2012) bu uzaylari Ag ., 0 < g < o, biiyiik Lorentz uzaylarina tagimislardir.
Samko ve Umarkhadzhiev (2018) bu uzaylarin bazi temel 6zelliklerini ¢alismuslardir. Rafeiro vd (2018)
£P)9 1 < p < o0 ve 6 > 0, biiyiik Lebesgue dizi uzaylarmi tanimlamus ve bu uzaylar iizerinde tanimli baz1
operatorlerin 6zelliklerini ¢alismuslardir. Bu galismada, Rafeiro vd (2018) tarafindan tanimlanan €79 uzay
f modiiliis fonksiyonu yardimiyla genellestirilmis ve bazi temel Ozellikleri gdsterilmistir. f modiiliis
fonksiyonu verilsin. 1 < p < oo ve 8 > 0 igin

£9)0() = fx € wisup(e? T, [ (1 DIPE9)7059 < eof @

kiimesi tanimlansin.
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tp),0(f) icin gegerli biitiin oOzellikler, f(x) =x alindiginda £P)% biyiik Lebesgue dizi uzayr elde
edileceginden, bu uzaylar iizerinde ¢alismak daha avantajli olacaktir.

2. Bulgular

Bu béliimde, £ ¢ () nin bazi topolojik ve kapsama 6zellikleri verilmistir.

Teorem 2.1: f modiiliis fonksiyonu olmak iizere £p)o(f), 1 < p < o, kompleks sayilar cismi iizerinde bir
vektdr uzayidir.

Ispat: £p),0(f)’ nin w uzaymmn bir alt uzayr oldugunu gostermek yeterlidir. Keyfi a = (ay),b = (by) €
fp),@(f) icin

1 1
sgg(ge Yo [f(a, + bkl)]p(1+8))p(1+s) < Sﬂ%’(ge Y2 [f(lagl + |bk|)]p(1+£))p(1+a)
& &
1
< sup(e® R lf lael) + by DIP+)p0+9 (5)
&
1
< sup(e® Ry [f (e DIPC+)P0e9 +
&

1
+ sup(e® N2 [f (lay )P+ )pa+a
£>0

< 00,

Keyfi u € Cigin |u| < T, olacak sekilde bir 7, € N vardir. Buradan, modiiliis fonksiyonunun 6zelliginden

1 _1
sup(£® £ [f (i DIPH)09 < sup (0 5 [F(|Tai ) )
>0 £>0

1
< T sup(e? Realf (lay DI+ (6)
&

< o0
bulunur. Bu ise €,y g (f)’ nin bir kompleks vektor uzayi oldugunu gosterir.

Teorem 2.2: 1 < p < o olmak lizere € g (f) uzay

90,7(@) = sup(e? L [f (lax DIPH+2)p0e -

fonksiyonu ile bir paranormlu uzaydir.

Ispat: go,r fonksiyonunun tanimindan gy (@) = gg r(—a) ve gg r(0) = 0 oldugu kolayca goriiliir. Ayrica,
(5) denkleminden gg r(a + b) < ggs(a) + gg r(b) saglanir. Eger gg s fonksiyonunun skalerle ¢arpimin
strekliligini  sagladigr gosterilirse ispat tamamlanir. Bunun i¢in m — oo iken gglf(a(m) - a) -
0ve |[A(™ — 4| - 0 &zelliklerini saglayan (a™) c €, 4(f) ve (A™)c C dizileri verilsin. gg s
fonksiyonunun tiggen esitsizligi 6zelliginden

gg,f(l(m)a(m) - Aa) < gglf(/l(m)a(m) — A(m)a) + gg,f(l(m)a — la) (8)

bulunur. R = ([[supM(m) |]] + 1) olmak iizere modiiliis fonksiyonunun monotonlugu kullanilirsa
m
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_1
d p(1+¢)
A g(m) _ m) ) = 6 A0m) g, (m) _ 3(m) p(1+e)
9o (1™ ) zgg(e 2 )

_r
=sup (=7 T [F (1] a™ — a )"0
£>0
_r
< Rsup (59 Z,‘f:l[fqak(m) _ ak|)]1’(1+£))p(1+s)
£>0
= RgB,f(a(m) - a) )
bulunur. Buradan m — oo iken
a0 G - 1090) o -
oldugu gbriiliir. m — oo iken |A(™ — 4| - 0 oldugundan her m € N igin
A -] <@ o

olacak sekilde bir @ dogal sayis1 bulunabilir. Keyfi pozitif § sayisi verilsin. a € £p) 9(f) oldugundan dyle
bir ko € N vardir 6yleki

s .
sup (e iz, [F (1A - 2] )P < sup(e” T2, [ (Qlay DPH+)e

1
<Q sglg(ee Yk, [f (lay NP+ )pasa (12)
&
<8
2
olur. Buradan her m € N i¢in
(1+e) ;
) p(1+e)\pGa+e) _ &

sup (=7 S, [F (1A a — A )] 007 <8 13
&

oldugu elde edilir. Yine f modiiliis fonksiyonunun siirekliliginden m — oo iken
(1+e) -
— 1+¢ (1+¢) )
sup (&2 242 (1AM 0y — e )97 < 3 a9
&

bulunur. Buradan, (13) ve (14) ifadeleri kullanilirsa m — oo iken

90,,(A"™a —2a) - 0 (15)
olur. Bdylece, (10) ve (15) ifadelerinden m — oo iken

gg‘f(/l(m)a(m) —2a) -0 (16)
elde edilir. Bu ise €, g(f) uzaymin gg s fonksiyonu ile birlikte bir paranormlu uzay oldugunu gosterir.
Uyan 2.1: (7) ifadesiyle verilen gg ; fonksiyonunun tamimdaki supremumun &’ nun sonlu bir araliginda

alinmasi yeterlidir. x > 0 i¢in x — xe* fonksiyonunun ters fonksiyonu W (x) (Lambert fonksiyonu) olmak
uzere
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gos(@ = sup (e XiL[f (laDIPC+e)puso (17)

0<e<—777~

w(/e)
olur. Burada W (1/,) = 3,57 seklindedir (Rafeiro vd, 2018).
Teorem 2.3: 1 < p < o olmak iizere £p) o (f) uzay1 gg r(a) paranormu ile bir tam uzaydur.

Ispat: (a(s)), tp),0(f) uzayinda keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde, her 7> 0 igin s,t > ng
oldugunda

1
p(1+e)\pa+e)
our(a =) = (a5 (o - ) )
0<£<W(1/e)
e
1
< f(@) (m)”(“—w(%)) (18)

olacak sekilde ny dogal sayisi vardir. Buradan, s,t > ny oldugunda
|a§,sl) - ag,?| <t (19)

olur. Bu ise her m dogal sayist i¢in (aﬁ,sl)) dizisinin C uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Buradan,
s — oo iken

aly = ap, (20)

olacak sekilde a,, € C vardir. a = (a,,) olarak tammlansin. a = a® + (a(s) - a) oldugundan a €
£p),0(f) olur. Ayrica, s,t — oo iken

9o,/ —a) < gos(a® —a®) + go (" —a) >0 (21)
bulunur. Bu £y ¢(f) uzayinn iizerindeki paranorm ile bir tam uzay oldugunu gosterir.

Teorem 2.4: f ve h iki modiiliis fonksiyonu verilsin. Asagidaki kapsamalar saglanir;

i) Eger limsup% < wise £y)9(h) C £p)0(f).

II) 1< p < oo 1<;1n ‘gp)_g(h) N ‘Bp)'g(f) C ‘Bp),g(f + h)

ispat:
i) Hipotezden, her t pozitif reel sayisi igin

f() = Kh(t) (22)

olacak sekilde K > 0 sayis vardir. Béylece, x € £p) g(h) i¢in
f(xx) < Kh(xy) (23)

1
yazilir. Buradan  sup (59 Z,‘f:l[f(lxkI)]p(”g))”“‘g) < Kgop(x) <o (24)
1
0<e<—7~

w(*/e)
bulunur. Bu ise x € 1) (f) oldugunu gosterir.
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i)

x € £y 9(h) N £y o(f) verilsin. Buradan,

sup (&% B [(f + W (Ixe DIPC+2)peso < sup (2% By [f (I DIPC+)peeo

0<e<—77~

0<e<—777~

w(/e)

1
+ sup (&9 T [h(lx, PO+)pare

w(ie)
(25)

0<e<—777~

w(/e)

elde edilir. Bu ise x € £, o(f + h) oldugunu gosterir.

3. Tartisma ve Sonuclar

Bu calismada, 1 < p < oo olmak fizere biiyiik
Lebesgue dizi uzaylari modilis fonksiyonu
yardimiyla €,y  (f) uzayina genellestirilmis ve bu

uzaymn temel topolojik 6zellikleri incelenmistir.
Ayrica, bazi kapsama ozellikleri verilmistir.
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