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ÖZET 

Bu çalışmada, G-metrik uzayda zayıf uyumlu dönüşümler için bazı 

sabit nokta teoremleri ve sonuçlar verildi. 
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ABSTRACT 

In this work it was given  the existence of the unique common fixed 

point theorems for weakly compatible mappings and results.in 𝐺 -

metric spaces. 

Keywords: Fixed point, 𝐺-metic spaces, weakly compatible 

mapping.

 

1. GİRİŞ 

Literatürde farklı daralma şartları için bir çok sabit nokta teoremi vardır. En temel daralma şartları olarak Banach  Kannan, 

Reich, Chatterjea, Zamfirescu, Hardy ve Rogers bilinir (Banach, 1922, Kannan 1968,  Reich 1971  Chatterjea 1972, Zamfirescu 

1972 ve  Hardy, Rogers 1973).  Bu daralma şartlarına ilaveten 𝜑-zayıf daralma, 𝛿 − 𝐿 zayıf daralma gibi daralma şartları 

kullanılarak bir çok sabit nokta teoremleri ispatlanmıştır (Alber, Guerre-Delabriere 1997, Rhoades 2001, Dutta Choudhury 2008, 

Popescu 2011, Berinde 2008, Berinde 2003, Berinde 2007, Berinde 2004). Jungck, G., zayıf uyumlu dönüşümü tanımladı ( 

Jungck, Rhoades 1998) ve bununla ilgili birçok çalışma yapıldı (Abbas ve ark., 2011, Sharma ve ark., 2011, Suzuki 2007, Vetro 

2010). Z., Mustafa, B., Sims,  metrik uzayı genelleştirerek 𝐺 -metrik uzay olarak adlandırılan genelleştirilmiş metrik uzayı inşa 

ettiler (Mustafa, Sims 2006). Bunu takiple, 𝐺 -metrik uzayda da farklı daralma dönüşümleri için bir çok sabit nokta teoremleri 

verildi.  

Şimdi, bu makale boyunca kullanacağımız bazı temel tanımları verelim. 

Tanım 1.1  X boş olmayan    bir küme   𝑮: 𝑿 × 𝑿 × 𝑿 → ℝ+ fonksiyonu,   

(𝑮𝟏) 𝒙 = 𝒚 = 𝒛 ⇒ 𝑮(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝟎 

(𝑮𝟐) ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑿, 𝒙 ≠ 𝒚 𝒊ç𝒊𝒏 𝟎 < 𝑮(𝒙, 𝒙, 𝒚) 

(𝐺3) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 𝑦 ≠ 𝑧 𝑖ç𝑖𝑛 𝐺(𝑥, 𝑥, 𝑦) ≤ 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

(𝐺4) 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐺(𝑥, 𝑧, 𝑦) = 𝐺(𝑦, 𝑧, 𝑥) = ⋯   (simetri) 

(𝐺5) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 𝐺(𝑥, 𝑎, 𝑎) + 𝐺(𝑎, 𝑦, 𝑧)   (dikdörtgen eşitsizliği) 

özelliklerini sağlasın. Bu taktirde 𝐺 fonksiyonuna genelleştirilmiş metrik veya daha özel olarak X üzerinde bir 𝐺 -metrik ve 

(X,G) çiftine de G-metrik uzay denir (Mustafa, Sims 2006). 
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 Tanım 1.2 (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 -metrik uzay olsun. X deki (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋  noktasına 𝐺 -yakınsak ise 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına (𝑥𝑛) 

dizisinin limiti denir. Diğer bir deyişle 𝐺 -metriğinde 𝑥𝑛 → 𝑥  ise∀𝜀 > 0için bir 𝑛0 ∈ 𝑁 vardır öyle ki ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 için 

𝐺(𝑥, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 dur (Mustafa, Sims 2006). 

 

Önerme 1.3 (𝑋, 𝐺), 𝐺 -metrik uzay olsun. Bu taktirde; 𝑋 deki (𝑥𝑛) dizisi ve 𝑥 ∈ 𝑋  noktası için aşağıdakiler denktir 

(Mustafa, Sims 2006). 

(1)(𝑥𝑛) 𝑥e 𝐺 -yakınsaktır. 

(2)𝐺( 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 , 𝑥) → 0, (𝑛 → ∞)

(3) 𝐺( 𝑥𝑛 , 𝑥, 𝑥) → 0, (𝑛 → ∞) 

(4)𝐺( 𝑥𝑚, 𝑥𝑛 , 𝑥) → 0, (𝑛 → ∞) 

 

Tanım 1.4 (𝑋, 𝐺) bir 𝐺 -metrik uzay ve  (𝑥𝑛) bu uzayda bir dizi olsun. Verilen herhangi bir 𝜀 > 0 için 𝑛, 𝑚, 𝑙 ≥ 𝑛0  

olduğunda 𝐺(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚 , 𝑥𝑙) < 𝜀olacak şekilde 𝑛0 ∈ 𝑁 sayısı var ise  (𝑥𝑛) dizisine 𝐺 -Cauchy dizisi denir (Mustafa, Sims 2006). 

Önerme 1.5  (𝑋, 𝐺), 𝐺 -metrik uzay olsun. Bu taktirde; 𝑋 deki (𝑥𝑛) dizisi ve 𝑥 ∈ 𝑋  noktası için 

aşağıdakiler denktir (Mustafa, Sims 2006). 

(1)(𝑥𝑛)dizisi  𝐺 -Cauchy dizisidir. 

(2) Her 𝜀 > 0için 𝑛0 ∈ 𝑁 vardır öyle ki; ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 için 𝐺( 𝑥𝑛, 𝑥𝑚 , 𝑥𝑚) < 𝜀 . 

 

Tanım 1.6  (𝑋, 𝐺)  ve  (𝑋′, 𝐺′)  iki metrik uzay, , 𝑓: 𝑋 → 𝑋  bir fonksiyon ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. Her 𝜀 > 0için 𝐺(𝑎, 𝑥, 𝑦 ) < 𝛿 

iken 𝐺′(𝑓(𝑎), (𝑥), (𝑦) ) < 𝜀 olacak  şekilde 𝛿 > 0 var ise 𝑓  fonksiyonuna 𝑎 ∈ 𝑋 noktasında 𝐺 -süreklidir denir. 𝑓 

fonksiyonunun 𝑋 de 𝐺 –sürekli olması için gerek ve yeter şart 𝑋 in her bir noktasında 𝐺 -sürekli olmasıdır (Mustafa, Sims 

2006). 

 

2. TEMEL SONUÇLAR 

Abbas ve ark. genelleştirilmiş (B) şartını sağlayan 𝐹, 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşümleri için ortak tek sabit noktanın var olduğunu 

gösterdi (Abbas ve ark, 2011). Anchalee Kaewcharoen ve Yuying  kısmi metrik uzayda zayıf uyumlu dönüşümler yardımıyla 

dört dönüşüm için ortak tek sabit noktanın var olduğunu gösterdi (Kaewcharoen, Yuying 2014).  Bizde bu çalışmamızda 𝐺-metrik 

uzayda zayıf uyumlu dönüşümler yardımıyla dört dönüşüm için ortak tek sabit noktanın var olduğunu göstereceğiz.  

Tanım 2.1 (𝑋, 𝐺) bir 𝐺 -metrik uzay olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) = max {𝐺(𝑓𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑓𝑥, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥), 𝐺(𝑓𝑦, 𝐹𝑦, 𝐹𝑦),
1

2
[𝐺(𝑓𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑦)  +  𝐺(𝑓𝑦, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥)]} 

olmak üzere; 

             𝐺(𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑦) ≤ 𝛿 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) + 𝐿 min{𝐺(𝑓𝑥, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥), 𝐺(𝑓𝑦, 𝐹𝑦, 𝐹𝑦), 𝐺(𝑓𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑦), 𝐺(𝑓𝑦, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥)}           (2.1)       

olacak şekilde 𝛿 ∈ [0, 1) ve 𝐿 ≥ 0 var ise  𝐹, 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü genelleştirilmiş (B) durumunu sağlar. 

Tanım 2.2 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑋 tanımlı iki dönüşüm olsun.  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 𝑤 olacak şekilde 𝑥, 𝑤 ∈ 𝑋 noktaları varsa 𝑥  

noktasına 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin çakışma noktası denir (Jungck, 1976).   

Tanım 2.3 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑋 birer dönüşüm olsun. Eğer 𝑓 ve 𝑔 çakışık noktalarında değişmeli ise 𝑓 ve 𝑔 ye zayıf uyumlu 

dönüşümler denir. Yani bazı 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ise bu taktirde 𝑓𝑔𝑥 = 𝑔𝑓𝑥 tir (Jungck, Rhoades 1998).   

Teorem 2.1. (𝑋, 𝐺) bir 𝐺 –tam metrik uzay olsun. 𝑋 üzerinde 𝑓, 𝑠, 𝐹 ve 𝑆 dönüşümleri aşağıdaki şartları sağlasın. 

(a) 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑠(𝑋) ve 𝐹(𝑋) ⊆ 𝑆(𝑋)  

 (b)  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) = max {𝐺(𝑠𝑥, 𝑆𝑦, 𝑆𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥), 𝐺(𝑆𝑦, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦),
1

2
[𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦) +  𝐺(𝑆𝑦, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥)]} 

olmak üzere; 
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       𝐺(𝐹𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦) ≤ 𝛿 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑥, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥), 𝐺(𝑆𝑦, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑆𝑦, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥)}                    (2.2)     

olacak şekilde 𝛿 ∈ [0,
1

2
) ve 𝐿 ≥ 0 vardır. 

  (c) 𝑓(𝑋) veya 𝑠(𝑋) kapalıdır. 

Bu taktirde {𝑓, 𝑆} ve {𝑠, 𝐹} zayıf uyumlu ise 𝑓, 𝑠, 𝐹 ve 𝑆  𝑋 de tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

İspat:  𝑥0 , 𝑋 de keyfi bir nokta olsun. 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑠(𝑋) ve 𝐹(𝑋) ⊆ 𝑆(𝑋)  olduğundan . ∀𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} için, 

𝑦𝑛  = 𝐹𝑥𝑛 = 𝑆𝑥𝑛+1   ve    𝑦𝑛+1  = 𝑓𝑥𝑛+1 = 𝑠𝑥𝑛+2 

olacak şekilde 𝑋 de bir (𝑦𝑛 ) dizisi inşa edebiliriz. (2.2) yi kullanarak 

𝐺(𝐹𝑥𝑛 , 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1) ≤ 𝛿𝑀(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1) 

                                     +𝐿 min{𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝐹𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛)} 

 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1)         = max {
𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝑆𝑥𝑛+1, 𝑆𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑠𝑥𝑛, 𝐹𝑥𝑛, 𝐹𝑥𝑛), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1),

1

2
[𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1) +  𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝐹𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛)]

}          

olduğundan burada, 

𝑀(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1) = max {
𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ),

1

2
[𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) +  𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  )]

} 

= max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} 

 

ve 

 

min{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  )} = 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) = 0  

olduğundan 

 

 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} 

olur. Bu taktirde iki durum söz konusudur. 

 

1.Durum: 

 

max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} = 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) 

olsun. Burada 

 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) ≤ 𝛿𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) 

olup 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan 

 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) = 0 
olur. 

 

2. Durum: 

 

max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} = 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) 

olsun. Bu taktirde; 

 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) ≤ 𝛿 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) 
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                                                   ≤ 𝛿 (𝛿𝐺(𝑦𝑛−2  , 𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛−1  )) 

⋮ 

                                 ≤   𝛿𝑛𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

elde ederiz. 

Şimdi (𝑦𝑛  ) dizisinin 𝐺-Cauchy dizisi olduğunu gösterelim.∀ 𝑛 ∈ ℕ için 𝑛 < 𝑚 olmak üzere; 

                                             𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑚  , 𝑦𝑚  ) ≤ 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) + 𝐺(𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+2  , 𝑦𝑛+2  ) + ⋯ + 𝐺(𝑦𝑚−1  , 𝑦𝑚  , 𝑦𝑚  )  

≤ (𝛿𝑛 + 𝛿𝑛+1 + ⋯ + 𝛿𝑚−1)𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

                                                                            = 𝛿𝑛  (
1 − 𝛿𝑚−𝑛

1 − 𝛿
)  𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

                                                                            ≤
𝛿𝑛

1 − 𝛿
 𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

𝑛, 𝑚 → ∞ için limit alınırsa  𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑚  , 𝑦𝑚  ) → 0  olur. O halde  (𝑦𝑛  ) bir 𝐺-Cauchy dizisidir. (𝑋, 𝐺), G-tam olduğundan bazı 

𝑧 ∈ 𝑋 için lim
𝑛→∞

𝑦𝑛  = 𝑧 dir. 

𝑠(𝑋) veya 𝑓(𝑋)kapalı olduğundan  𝑠(𝑋) in kapalı olduğunu farzedelim. Bu taktirde bir  𝑢 ∈ 𝑋 vardır öyle ki 𝑧 = 𝑠𝑢 dur. 

Dikdörtgen eşitsizliğinden; 

𝐺(𝑧, 𝑧, 𝐹𝑢) = 𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝐺(𝐹𝑢, 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) + 𝐺(𝑦𝑛+1  , 𝑧, 𝑧) 

                                                                                                       = 𝐺(𝑦𝑛+1  , 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝐹𝑢, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1)  

elde edilir. (2.2) den  

                                       𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝐺(𝑦𝑛+1  , 𝑧, 𝑧) 

                            +𝛿 max {
𝐺(𝑠𝑢, 𝑆𝑥𝑛+1, 𝑆𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑠𝑢, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1),

1

2
[𝐺(𝑠𝑢, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1) +  𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)]

} 

                                                            + Lmin{𝐺(𝑠𝑢, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑠𝑢, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)} 

elde edilir. 𝑦𝑛  = 𝑆𝑥𝑛+1 ,   𝑦𝑛+1  = 𝑓𝑥𝑛+1 ve 𝑠𝑢 = 𝑧 eşitliklerini kullanarak, 𝑛 → ∞ için limite geçilirse  

𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝛿 max {𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧),
1

2
[𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧) +  𝐺(𝑧, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)]} 

                                              +𝐿 min{𝐺(𝑧, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)} 

elde edilir. Buradan da  

𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝛿𝐺(𝐹𝑢, 𝐹𝑢, 𝑧) 

                                                                                                  ≤ 𝛿[𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝐹𝑢)] 

                      = 2𝛿𝐺(𝑧, 𝑧, 𝐹𝑢) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan; 

 

𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) = 0 ve dolayısıyla   𝐹𝑢 = 𝑧 

olur. Bu taktirde; 

 

𝑠𝑢 = 𝐹𝑢 = 𝑧 

elde edilir. 𝐹 ve 𝑠 zayıf uyumlu olduğundan  𝑠𝐹𝑢 = 𝐹𝑠𝑢 dur. Bu taktirde 𝐹𝑧 = 𝑠𝑧 olur. 𝐹(𝑋) ⊆ 𝑆(𝑋) olduğundan bir 𝑣 ∈ 𝑋 

vardır öyle ki, 𝑧 = 𝑆𝑣 dir. (2.2) yi kullanarak;  
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𝐺(𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) =  𝐺(𝐹𝑢, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) ≤ 𝛿 max {𝐺(𝑠𝑢, 𝑆𝑣, 𝑆𝑣), 𝐺(𝑠𝑢, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑆𝑣, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣),
1

2
[𝐺(𝑠𝑢, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) + 𝐺(𝑆𝑣, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)]} 

                                             + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑢, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑆𝑣, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑠𝑢, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑆𝑣, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)}                                                                                            

                                    𝐺(𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) ≤ 𝛿𝐺(𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) = 0  
 dolayısıyla  

  𝑓𝑣 = 𝑧 

olur. Böylece;  

𝑆𝑣 = 𝑓𝑣 = 𝑧 

 

𝑆  ve  𝑓 zayıf uyumlu olduğundan  𝑓𝑆𝑣 = 𝑆𝑓𝑣 dir. Buradan  𝑓𝑧 = 𝑆𝑧 olur.  

Şimdi 𝐹, 𝑆, 𝑠 ve    𝑓 nin ortak bir sabit noktası olduğunu gösterelim. (2.2) den 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) =  𝐺(𝐹𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) ≤ 𝛿 max {𝐺(𝑠𝑧, 𝑆𝑣, 𝑆𝑣), 𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑣, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣),
1

2
[𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) + 𝐺(𝑆𝑣, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)]}                                                                                                                          

                                                                + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑣, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑆𝑣, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝛿 max {𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧),
1

2
[𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)]} 

elde edilir. Burada iki durum vardır. 

1.Durum: 

max {𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧),
1

2
[𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)]} = 𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) 

olsun. Böylece; 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝛿𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğu hatırlanırsa; 

 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝐹𝑧 = 𝑧 olur. 

 

2.Durum: 

max {𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧),
1

2
[𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)]} =

1

2
[𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)] 

olsun. Dikdörtgen eşitsizliğinden; 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) ≤
𝛿

2
[𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧)] 

=
3𝛿

2
𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan; 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝐹𝑧 = 𝑠𝑧 = 𝑧 olur. 𝑧, 𝐹 ve 𝑠 nin  ortak bir sabit noktasıdır. 

Şimdi 𝑆 ve 𝑓 nin de ortak bir sabit noktası olduğunu gösterelim. (2.2) yi kullanarak  

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) =  𝐺(𝐹𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) ≤ 𝛿 max {𝐺(𝑠𝑧, 𝑆𝑧, 𝑆𝑧), 𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧),
1

2
[𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) + 𝐺(𝑆𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)]}        

                                                     + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑆𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)}                                                                                                    
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𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) ≤ 𝛿 max {𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧),
1

2
[𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) + 𝐺(𝑓𝑧, 𝑧, 𝑧)]} 

elde edilir. Burada iki durum vardır. 

1.Durum: 

max {𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧),
1

2
[𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) + 𝐺(𝑓𝑧, 𝑧, 𝑧)]} = 𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) 

olsun. Böylece; 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) ≤ 𝛿𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğu hatırlanırsa; 

 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝑓𝑧 = 𝑧 olur. 

2.Durum: 

max {𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧),
1

2
[𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) + 𝐺(𝑓𝑧, 𝑧, 𝑧)]} =

1

2
[𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) + 𝐺(𝑓𝑧, 𝑧, 𝑧)] 

olsun. Dikdörtgen eşitsizliğinden; 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) ≤
𝛿

2
[𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) + 𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) + 𝐺(𝑓𝑧, 𝑓𝑧, 𝑧)] 

                                                                                   =
3𝛿

2
𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan; 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝑓𝑧 = 𝑆𝑧 = 𝑧 

olur. 𝑧, 𝑓 ve S nin de ortak bir sabit noktasıdır. 

Şimdi 𝐹, 𝑆, 𝑠 ve    𝑓 nin tek ortak sabit noktası olduğunu gösterelim. 𝑧 ≠ 𝑤 olacak şekide bir diğer sabit noktası olduğunu kabul 

edelim. Bu taktirde (2.2) yi kullanarak; 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) = 𝐺(𝐹𝑧, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤)

≤ 𝛿 max {𝐺(𝑠𝑧, 𝑆𝑤, 𝑆𝑤), 𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑤, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤),
1

2
[𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤) + 𝐺(𝑆𝑤, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)]}

+ 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑤, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤), 𝐺(𝑆𝑤, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) ≤ 𝛿 max {𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤),
1

2
[𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) + 𝐺(𝑤, 𝑧, 𝑧)]} 

elde edilir. Burada iki durum vardır. 

1.Durum: 

max {𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤),
1

2
[𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) + 𝐺(𝑤, 𝑧, 𝑧)]} = 𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) 

olsun. Böylece 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) ≤ 𝛿𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)   olduğundan; 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) = 0 ve dolayısıyla 𝑧 = 𝑤 olur. 

2.Durum: 

max {𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤),
1

2
[𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) + 𝐺(𝑤, 𝑧, 𝑧)]} =

1

2
[𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) + 𝐺(𝑤, 𝑧, 𝑧)] 

olsun. Dikdörtgen eşitsizliğinden; 
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𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) ≤
𝛿

2
[𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) + 𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) + 𝐺(𝑤, 𝑤, 𝑧)] 

                                                                                      =
3𝛿

2
𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan; 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) = 0 ve dolayısıyla 𝑧 = 𝑤 elde edilir. Bu taktirde  𝑧, 𝐹, 𝑆, 𝑠  ve  𝑓 nin tek ortak sabit noktasıdır. 

 

 Sonuç 2.1.  (𝑋, 𝐺) bir 𝐺 -metrik uzay olsun. 𝑓, 𝑠 ∶ 𝑋 → 𝑋 aşağıdaki şartları sağlayan dönüşüm olsun. 

(a)𝑓(𝑋) ⊆ 𝑠(𝑋) 

 (b)  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) = max {𝐺(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥), 𝐺(𝑠𝑦, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦),
1

2
[𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦) +  𝐺(𝑠𝑦, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥)]} 

olmak üzere; 

    𝐺(𝑓𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦) ≤ 𝛿 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥), 𝐺(𝑠𝑦, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑦, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥)}                        (2.3) 

olacak şekilde 𝛿 ∈ [0,
1

2
) ve 𝐿 ≥ 0 vardır.  

(c) 𝑓(𝑋) veya 𝑠(𝑋) kapalıdır. 

Bu taktirde {𝑓, 𝑆}  zayıf uyumlu ise 𝑓 ve 𝑠 𝑋 de tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

Teorem 2.2. (𝑋, 𝐺) bir 𝐺 –tam metrik uzay olsun. 𝑋 üzerinde 𝑓, 𝑠, 𝐹 ve 𝑆 dönüşümleri aşağıdaki şartları sağlasın. 

(a)𝑓(𝑋) ⊆ 𝑠(𝑋) ve 𝐹(𝑋) ⊆ 𝑆(𝑋)  

(b)  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) = max{𝐺(𝑠𝑥, 𝑆𝑦, 𝑆𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥), 𝐺(𝑆𝑦, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑆𝑦, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥)} 

olmak üzere; 

   𝐺(𝐹𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦) ≤ 𝛿 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑥, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥), 𝐺(𝑆𝑦, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑆𝑦, 𝐹𝑥, 𝐹𝑥)}                        (2.4) 

olacak şekilde 𝛿 ∈ [0,
1

2
) ve 𝐿 ≥ 0 vardır.  

 (c) 𝑓(𝑋) veya 𝑠(𝑋) kapalıdır. 

Bu taktirde {𝑓, 𝑆} ve {𝑠, 𝐹} zayıf uyumlu ise 𝑓, 𝑠, 𝐹 ve 𝑆  𝑋 de tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

İspat: 

𝑥0 , 𝑋 de keyfi bir nokta olsun. 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑠(𝑋) ve 𝐹(𝑋) ⊆ 𝑆(𝑋)  olduğundan . ∀𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} için, 

𝑦𝑛  = 𝐹𝑥𝑛 = 𝑆𝑥𝑛+1   ve    𝑦𝑛+1  = 𝑓𝑥𝑛+1 = 𝑠𝑥𝑛+2 

olacak şekilde 𝑋 de bir (𝑦𝑛 ) dizisi inşa edebiliriz. (2.4) yi kullanarak 

𝐺(𝐹𝑥𝑛 , 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1) ≤ 𝛿𝑀(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1) 

                                   +𝐿 min{𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝐹𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛)} 

 



KSU Mühendislik Bilimleri Dergisi, 20(2), 2017                       23                  KSU Journal of Engineering Sciences, 20(2), 2017 

S. S. Sepet, C. Aydın 

𝑀(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1) = max {
𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝑆𝑥𝑛+1, 𝑆𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛 , 𝐹𝑥𝑛), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1),

𝐺(𝑠𝑥𝑛 , 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝐹𝑥𝑛, 𝐹𝑥𝑛)
}          

elde edilir. Buradan; 

𝑀(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1) = max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  )} 

 

                                       = max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} 

 

ve 

 

min{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  )} = 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) = 0 

 

olduğundan 

 

 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} 

elde edilir. Bu taktirde üç durum söz konusudur. 

 

1.Durum: 

max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} = 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) 

olsun. Burada 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) ≤ 𝛿𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) 

olup 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan 

 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) = 0 

olur. 

2.Durum: 

max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} = 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) 

olsun. Bu taktirde; 

 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) ≤ 𝛿[ 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) + 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )] 

=
𝛿

1 − 𝛿
 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) 

 

Burada 
𝛿

1−𝛿
= 𝑘1 olsun. Burada 𝑘1 ∈ [0,1) ve   

 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) ≤  𝑘1 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) 
 

                                                       ≤  𝑘1 ( 𝑘1𝐺(𝑦𝑛−2  , 𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛−1  )) 

⋮ 

                                  ≤    𝑘1
𝑛𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

elde ederiz. 

3.Durum: 

max{𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ), 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ), 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  )} = 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) 

olsun. Bu taktirde; 

𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) ≤ 𝛿 𝐺(𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛  ) 
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                                                   ≤ 𝛿 (𝛿𝐺(𝑦𝑛−2  , 𝑦𝑛−1  , 𝑦𝑛−1  )) 

⋮ 

                                 ≤   𝛿𝑛𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

elde ederiz. Burada 𝑘 = max{𝛿, 𝑘1} seçelim. O halde 𝑘 ∈ [0,1) olur. 

Şimdi (𝑦𝑛  ) dizisinin 𝐺-Cauchy dizisi olduğunu gösterelim.∀ 𝑛 ∈ 𝑁 için 𝑛 < 𝑚 olmak üzere; 

                                             𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑚  , 𝑦𝑚  ) ≤ 𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) + 𝐺(𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+2  , 𝑦𝑛+2  ) + ⋯ + 𝐺(𝑦𝑚−1  , 𝑦𝑚  , 𝑦𝑚  )  

≤ (𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 + ⋯ + 𝑘𝑚−1)𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

                                                                             = 𝑘𝑛  (
1 − 𝑘𝑚−𝑛

1 − 𝑘
)  𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

                                                                              ≤
𝑘𝑛

1 − 𝑘
 𝐺(𝑦0 , 𝑦1 , 𝑦1 ) 

𝑛, 𝑚 → ∞ için limit alınırsa  𝐺(𝑦𝑛  , 𝑦𝑚  , 𝑦𝑚  ) → 0 olur. O halde  (𝑦𝑛  ) bir 𝐺-Cauchy dizisidir. (𝑋, 𝐺), G-tam olduğundan bazı 

𝑧 ∈ 𝑋 için lim
𝑛→∞

𝑦𝑛  = 𝑧 dir. 

𝑠(𝑋) veya 𝑓(𝑋)kapalı olduğundan  𝑠(𝑋) in kapalı olduğunu farzedelim. Bu taktirde bir  𝑢 ∈ 𝑋 vardır öyle ki 𝑧 = 𝑠𝑢 dur. 

Dikdörtgen eşitsizliğinden; 

𝐺(𝑧, 𝑧, 𝐹𝑢) = 𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝐺(𝐹𝑢, 𝑦𝑛+1  , 𝑦𝑛+1  ) + 𝐺(𝑦𝑛+1  , 𝑧, 𝑧) 

                                                                                                       = 𝐺(𝑦𝑛+1  , 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝐹𝑢, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1)  

elde edilir. (2.4) den   

𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝐺(𝑦𝑛+1  , 𝑧, 𝑧) + 𝛿 max {
𝐺(𝑠𝑢, 𝑆𝑥𝑛+1, 𝑆𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑠𝑢, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1),

𝐺(𝑠𝑢, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)
} 

                                       

                                                    + Lmin{𝐺(𝑠𝑢, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑠𝑢, 𝑓𝑥𝑛+1, 𝑓𝑥𝑛+1), 𝐺(𝑆𝑥𝑛+1, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)} 

elde edilir. 𝑦𝑛  = 𝑆𝑥𝑛+1,   𝑦𝑛+1  = 𝑓𝑥𝑛+1 ve 𝑠𝑢 = 𝑧 eşitliklerini kullanarak, 𝑛 → ∞ için limite geçilirse 

𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧)  ≤ 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝛿 max{𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)}                  

       +𝐿 min{𝐺(𝑧, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)} 

elde edilir. Buradan da  

𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝛿𝐺(𝐹𝑢, 𝐹𝑢, 𝑧) 

                                                                                                  ≤ 𝛿[𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝐹𝑢)] 

                    = 2𝛿𝐺(𝑧, 𝑧, 𝐹𝑢) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan; 

 

𝐺(𝐹𝑢, 𝑧, 𝑧) = 0 ve dolayısıyla   𝐹𝑢 = 𝑧 

olur. Bu taktirde; 

 

𝑠𝑢 = 𝐹𝑢 = 𝑧 

elde edilir. 

𝐹 ve 𝑠 zayıf uyumlu olduğundan  𝑠𝐹𝑢 = 𝐹𝑠𝑢 dur. 
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Bu taktirde 𝐹𝑧 = 𝑠𝑧 olur. 

𝐹(𝑋) ⊆ 𝑆(𝑋) olduğundan bir 𝑣 ∈ 𝑋 vardır öyle ki, 𝑧 = 𝑆𝑣 dir. (2.4) yi kullanarak;  

𝐺(𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) =  𝐺(𝐹𝑢, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝑠𝑢, 𝑆𝑣, 𝑆𝑣), 𝐺(𝑠𝑢, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑆𝑣, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑠𝑢, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑆𝑣, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)} 

                                                             + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑢, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢), 𝐺(𝑆𝑣, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑠𝑢, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑆𝑣, 𝐹𝑢, 𝐹𝑢)}                                                                                                            

 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) ≤ 𝛿𝐺(𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) = 0 ve dolayısıyla   𝑓𝑣 = 𝑧 

olur. Böylece;  

𝑆𝑣 = 𝑓𝑣 = 𝑧 

 

elde edilir. 𝑆  ve  𝑓 zayıf uyumlu olduğundan  𝑓𝑆𝑣 = 𝑆𝑓𝑣 dir. Buradan  𝑓𝑧 = 𝑆𝑧 olur.  

Şimdi 𝐹, 𝑆, 𝑠 ve    𝑓 nin ortak bir sabit noktası olduğunu gösterelim. (2.4) den 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) =  𝐺(𝐹𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝑠𝑧, 𝑆𝑣, 𝑆𝑣), 𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑣, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑆𝑣, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} +

                                                                                  𝐿 min{𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑣, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑣, 𝑓𝑣), 𝐺(𝑆𝑣, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)}                                                                                                            

 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} 

elde edilir. Burada iki durum vardır. 

1.Durum: 

max{𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} = 𝐺(𝐹𝑧, 𝐹𝑧, 𝑧) 

olsun. Böylece; 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝛿𝐺(𝐹𝑧, 𝐹𝑧, 𝑧) 

                                           ≤ 𝛿[𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) + 𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧)] 

                = 2𝛿𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğu hatırlanırsa; 

 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝐹𝑧 = 𝑧 olur. 

2.Durum: 

max{𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧), 𝐺(𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} = 𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) 

olsun. 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) ≤ 𝛿𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğundan; 

𝐺(𝐹𝑧, 𝑧, 𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝐹𝑧 = 𝑠𝑧 = 𝑧 olur. Şu halde  𝑧, 𝐹 ve 𝑠 nin  ortak bir sabit noktasıdır. 

Şimdi 𝑆 ve 𝑓 nin de ortak bir sabit noktası olduğunu gösterelim. (2.4) ü kullanarak                                                                                                            

 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) =  𝐺(𝐹𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝑠𝑧, 𝑆𝑧, 𝑆𝑧), 𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑆𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} 

                                 + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑆𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} 
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buradan; 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑓𝑧, 𝑧, 𝑧)} 

elde edilir. Burada iki durum vardır. 

1.Durum: 

max{𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑓𝑧, 𝑧, 𝑧)} = 𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) 

olsun. Böylece; 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) ≤ 𝛿𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğu hatırlanırsa; 

 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝑓𝑧 = 𝑧 olur. 

2.Durum: 

max{𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧), 𝐺(𝑓𝑧, 𝑧, 𝑧)} = 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑓𝑧) 

olsun. Dikdörtgen eşitsizliğinden; 

 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) ≤ 𝛿𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑓𝑧) 

                                                                                                                  ≤ 𝛿[𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) + 𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧)] 

                           = 2𝛿𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)  olduğu hatırlanırsa; 

𝐺(𝑧, 𝑓𝑧, 𝑓𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝑓𝑧 = 𝑆𝑧 = 𝑧 olur. 𝑧, 𝑓 ve S nin de ortak bir sabit noktasıdır. 

Şimdi 𝐹, 𝑆, 𝑠 ve    𝑓 nin tek ortak sabit noktası olduğunu gösterelim. 𝑧 ≠ 𝑤 olacak şekide bir diğer sabit noktası olduğunu kabul 

edelim. Bu taktirde (2.4) yi kullanarak; 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) = 𝐺(𝐹𝑧, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝑠𝑧, 𝑆𝑤, 𝑆𝑤), 𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑤, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤), 𝐺(𝑆𝑤, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} 

                                +𝐿 min{𝐺(𝑠𝑧, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧), 𝐺(𝑆𝑤, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤), 𝐺(𝑠𝑧, 𝑓𝑤, 𝑓𝑤), 𝐺(𝑆𝑤, 𝐹𝑧, 𝐹𝑧)} 

 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) ≤ 𝛿 max{𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤), 𝐺(𝑤, 𝑧, 𝑧)} 

elde edilir. Burada iki durum vardır. 

1.Durum: 

max{𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤), 𝐺(𝑤, 𝑧, 𝑧)} = 𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) 

olsun. Böylece 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) ≤ 𝛿𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) 

elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)   olduğundan; 

𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) = 0 ve dolayısıyla 𝑧 = 𝑤 olur. 

2.Durum: 

max{𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤), 𝐺(𝑤, 𝑧, 𝑧)} = 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑤) 

olsun. Böylece 

 

     𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) ≤ 𝛿[𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) + 𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤)] 

= 2𝛿𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) 
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elde edilir. 𝛿 ∈ [0,
1

2
)   olduğundan, 𝐺(𝑧, 𝑤, 𝑤) = 0 ve dolayısıyla 𝑧 = 𝑤 elde edilir. Bu taktirde 𝑧, 𝐹, 𝑆, 𝑠  ve  𝑓 nin tek ortak 

sabit noktasıdır. 

 

 Sonuç 2.2.  (𝑋, 𝐺) bir 𝐺 -metrik uzay olsun. 𝑓, 𝑠 ∶ 𝑋 → 𝑋 aşağıdaki şartları sağlayan dönüşüm olsun. 

(a)𝑓(𝑋) ⊆ 𝑠(𝑋) 

 (b)  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) = max{𝐺(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥), 𝐺(𝑠𝑦, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑦, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥)} 

olmak üzere; 

    𝐺(𝑓𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦) ≤ 𝛿 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) + 𝐿 min{𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥), 𝐺(𝑠𝑦, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑦), 𝐺(𝑠𝑦, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥)}                        (2.5) 

olacak şekilde 𝛿 ∈ [0,
1

2
) ve 𝐿 ≥ 0 vardır.  

 (c) 𝑓(𝑋) veya 𝑠(𝑋) kapalıdır. 

Bu taktirde {𝑓, 𝑆}  zayıf uyumlu ise 𝑓 ve 𝑠 𝑋 de tek ortak sabit noktaya sahiptir. 
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