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OZET ABSTRACT
Bu ¢alismada, G-metrik uzayda zayyf uyumlu doniisiimler i¢in bazi In this work it was given the existence of the unique common fixed
sabit nokta teoremleri ve sonuglar verildi. point theorems for weakly compatible mappings and results.in G -

metric spaces.
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doniistim.

1. GIRIS

Literatiirde farkli daralma sartlari igin bir ¢ok sabit nokta teoremi vardir. En temel daralma sartlart olarak Banach Kannan,
Reich, Chatterjea, Zamfirescu, Hardy ve Rogers bilinir (Banach, 1922, Kannan 1968, Reich 1971 Chatterjea 1972, Zamfirescu
1972 ve Hardy, Rogers 1973). Bu daralma sartlarina ilaveten @-zayif daralma, § — L zayif daralma gibi daralma sartlari
kullanilarak bir ¢ok sabit nokta teoremleri ispatlanmistir (Alber, Guerre-Delabriere 1997, Rhoades 2001, Dutta Choudhury 2008,
Popescu 2011, Berinde 2008, Berinde 2003, Berinde 2007, Berinde 2004). Jungck, G., zayif uyumlu doniisiimi tanimladi (
Jungck, Rhoades 1998) ve bununla ilgili birgok ¢alisma yapildi (Abbas ve ark., 2011, Sharma ve ark., 2011, Suzuki 2007, Vetro
2010). Z., Mustafa, B., Sims, metrik uzay genellestirerek G -metrik uzay olarak adlandirilan genellestirilmis metrik uzayi inga
ettiler (Mustafa, Sims 2006). Bunu takiple, G -metrik uzayda da farkli daralma dontisiimleri igin bir ¢ok sabit nokta teoremleri
verildi.

Simdi, bu makale boyunca kullanacagimiz bazi temel tanimlar1 verelim.
Tamm 1.1 X bos olmayan bir kiime G:X x X X X —» R* fonksiyonu,
Gx=y=z=>6G(x,y,z)=0
(G2)Vx,yeX,x #yicin0 < G(x,x,y)
G Vx,y,zeX,y+zicinG(x,x,y) < G(x,y,2)
(G4) G(x,y,2z) = G(x,z,y) = G(y,z,x) = -+ (simetri)
(G5) Vx,y,z,a€XicinG(x,y,z<G(x,a,a) + G(a,y,z) (dikdortgen esitsizligi)

ozelliklerini saglasin. Bu taktirde G fonksiyonuna genellestirilmis metrik veya daha 6zel olarak X tizerinde bir G -metrik ve
(X,G) ¢iftine de G-metrik uzay denir (Mustafa, Sims 2006).
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Tanmm 1.2 (X, G) bir G -metrik uzay olsun. X deki (x,) dizisi x € X noktasina G -yakinsak ise x € X noktasina (x,)
dizisinin limiti denir. Diger bir deyisle G -metriginde x,, — x iseVe > Oigin bir ny € N vardir dyle ki Yn,m = n, igin
G (X, Xp, X)) < € dur (Mustafa, Sims 2006).

Onerme 1.3 (X, G), G -metrik uzay olsun. Bu taktirde; X deki (x,,) dizisi ve x € X noktasi igin agsagidakiler denktir
(Mustafa, Sims 2006).

(1) (x) ,x e G -yakinsaktr.

(2) G(xp,%p,%) = 0, (n— 00)
(B)G(xp,x,x) 20, (n> o)

(4) G(xp, Xn,x) =20, (n— )

Tanim 1.4 (X, G) bir G -metrik uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilen herhangi bir € > 0 i¢in n,m,l = n,
oldugunda G (x,,, xm, x;) < eolacak sekilde ny € N sayisi var ise (x,,) dizisine G -Cauchy dizisi denir (Mustafa, Sims 2006).

Onerme 1.5 (X,G), G -metrik uzay olsun. Bu taktirde; X deki (x,,) dizisi ve x € X noktas1 i¢in

asagidakiler denktir (Mustafa, Sims 2006).

(1) (x,) dizisi G -Cauchy dizisidir.

(2) Her € > 0 i¢in ny € N vardir 6yle ki; Vn,m = ng i¢in G( Xy, Xy, X)) < €.

Tanim 1.6 (X,G) ve (X',G") iki metrik uzay, , f: X — X bir fonksiyon ve x,y € X olsun. Her ¢ > 0 i¢in G(a,x,y) < &
iken G'(f(a), (x), (¥) ) < € olacak sekilde § > 0 var ise f fonksiyonuna a € X noktasinda G -siireklidir denir. f

fonksiyonunun X de G —siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart X in her bir noktasinda G -siirekli olmasidir (Mustafa, Sims
2006).

2. TEMEL SONUCLAR

Abbas ve ark. genellestirilmis (B) sartim1 saglayan F, f: X — X doniisimleri icin ortak tek sabit noktanin var oldugunu
gosterdi (Abbas ve ark, 2011). Anchalee Kaewcharoen ve Yuying kismi metrik uzayda zayif uyumlu doniisiimler yardimiyla
dort doniistim igin ortak tek sabit noktanin var oldugunu gosterdi (Kaewcharoen, Yuying 2014). Bizde bu ¢alismamizda G-metrik
uzayda zayif uyumlu doniistimler yardimiyla dort doniisiim igin ortak tek sabit noktanin var oldugunu gosterecegiz.

Tamm 2.1 (X, G) bir G -metrik uzay olsun. Vx,y € X i¢in,

My, ) = max {6, £y, [0, 6%, Fx, ), Gy, Fy, FY), 5 16 Ux, Fy, Fy) + G(fy, Fx Fl)
olmak tizere;
G(Fx,Fy,Fy) <6 M(x,y,y) + Lmin{G(fx, Fx,Fx),G(fy,Fy,Fy),G(fx,Fy,Fy),G(fy, Fx, Fx)} (2.1)
olacak sekilde 6 € [0,1) ve L = O varise F, f:X — X donisiimii genellestirilmis (B) durumunu saglar.
Tanmm 2.2 f, g : X - X tammli iki doniisiim olsun. f(x) = g(x) = w olacak sekilde x, w € X noktalari varsa x
noktasia f ve g doniisiimlerinin ¢akigsma noktasi denir (Jungck, 1976).

Tanmm 2.3 f,g : X > X birer doniisiim olsun. Eger f ve g cakisik noktalarinda degismeli ise f ve g ye zayif uyumlu
dontisiimler denir. Yani baz1 x € X igin f(x) = g(x) ise bu taktirde fgx = gfx tir (Jungck, Rhoades 1998).

Teorem 2.1. (X, G) bir G —tam metrik uzay olsun. X iizerinde f, s, F ve S doniisiimleri asagidaki sartlari saglasin.
@fX)csX)veFX)cSX)

(b) Vx,y € X igin,

1
M(x,y,y) = max{G(sx,Sy,Sy), G(sx, Fx,Fx), G(Sy,fy,fy),z [G(sx, fy, fy) + G(Sy, Fx, Fx)]}

olmak iizere;
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G(Fx,fy,fy) <8 M(x,y,y) + Lmin{G(sx, Fx, Fx),G(Sy, fy, fy), G(sx, fy, fy), G(Sy, Fx, Fx)} (2.2)
olacak sekilde & € [0, %) ve L > 0 vardur.
(c) f(X) veya s(X) kapalidir.
Bu taktirde {f, S} ve {s, F} zayif uyumlu ise f,s, F ve S X de tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Ispat: x,,X de keyfi bir nokta olsun. f(X) € s(X) ve F(X) € S(X) oldugundan . Vn € N U {0} i¢in,
Yn =FXxp=5Xp41 V& Yny1 = fXnp1 = SXnyo
olacak sekilde X de bir (y,, ) dizisi inga edebiliriz. (2.2) yi kullanarak
G(Fxn, fXns1, fXns1) < M (X, X1, Xps1)

+L min{G (sxp, Fxn, Fxn), G(SXns1, fXnt1, [Xn41), G(SXn, fXn41, fXni1), G(Sxni1, Fxn, Fxn)}

G(anrsxn+115xn+1)' G(an, Fxn' Fxn)' G(an+1' fxn+1ﬁfxn+1)'}

M(x,, X1, Xnt1) = max 1
A { 16X, fotnss, frnsa) + G(Snss, Fon, F)]
oldugundan burada,

G(yn—l ' Yn o Yn )' G(yn—l ' Yn o Yn )'G(yn » Yn+1 0 Vn+1 )'}

M (X, Xp 41, Xne1) = Max 1
n n+1 n+1 { E[G(yn_l ;yn+1 xyn+1 ) + G(}’n xyn ’yTl )]

= maX{G(yn—l Yo Yn )G s Ynet » Ynat )}
ve

min{G(yn—l YoV 1 G s Ynat s Yne1 1 Gnet s Yne1 s Yne1 ) GO v Y s Y )} = GCOn Yn i Yn) =0
oldugundan

G()’n 'y‘n+1 ’yn+1 ) S 5maX{G(yn—1 ;yn ;yn ):G(yn ;yn+1 'J’n+1 )}
olur. Bu taktirde iki durum s6z konusudur.

1.Durum:

maX{G(Yn—l ' Yn»Vn ):G(yn »Yn+1 ) Vn+1 )} = G()’n »Yn+1 » Yn+1 )
olsun. Burada

G(yn »Yn+1 0 Vn+1 ) < SG(yn »Yn+1 0 Yn+1 )
olup é§ € [0,%) oldugundan

G(yn »Yn+1 0 Yn+1 ) =0
olur.

2. Durum:

maX{G(yn—l 'y Yn o Yn ) G(yn yYn+1 » Yn+1 )} = G(yn—l »Yn »Yn )
olsun. Bu taktirde;

GO s Yns1 2 Yne1 ) SO0 GYVno1 s Yn »Vn )
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< 8 (86 Wn-z »¥n-1,Yn-1))

< 8"GWo,y1,Y1)

elde ederiz.
Simdi (y,, ) dizisinin G-Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.V n € N i¢in n < m olmak iizere;

G(Yn »Ym » Ym ) < G(yn »Yn+1 0 Vn+1 ) + G(Yn+1 »Yn+2 ) Yn+2 ) +t G(ym—l »Ym » Ym )

S @+ 8+ + 8™ NG(YVo,Y1,Y1)

n 1_6m—n
=4 (ﬁ) G(Yo,¥Y1,¥1)
n

1-4

< G(Yo,¥Y1,¥1)

n,m — oo i¢in limit alinirsa G (3, , Vi , Ym ) — 0 olur. O halde (y,, ) bir G-Cauchy dizisidir. (X, G), G-tam oldugundan bazi
z € X igin lim y, = zdir.
n—-oo

s(X) veya f(X)kapali oldugundan s(X) in kapali oldugunu farzedelim. Bu taktirde bir u € X vardir 6yle ki z = su dur.
Dikdoértgen esitsizliginden;

G(Z'Z'Fu) = G(Fu'Z'Z) S G(Fu'yn+1 'yn+1 ) + G(yn+1 ,Z,Z)

= GVn+1,%2) + G(FU, fXn41, [ Xns1)
elde edilir. (2.2) den

G(Fu,z,2) < GWny1 ,2,2)

G(Su, Sxp41,SXn41), G(sU, Fu, Fu), G(Sxpy1, fXn41, fxn+1),}

+4 max 1
5 [G(su, fXny1, fxns1) + G(Sxpyq, Fu, Fu)]
+ Lmln{G (Suv Fuv Fu)v G(an+1, fxn+1' fxn+1)l G(su, fxn+1; fxn+1)r G(an+1r Fu' Fu)}

elde edilir. y, = Sxp41, Vn+1 = fXns1 V€ su = z esitliklerini kullanarak, n — oo igin limite gegilirse
G(Fu,z,2) <G(z,z,z)+ 6 max{G(Z, z,z),G(z, Fu, Fu), G(z,z,z),% [G(z,z,2) + G(z, Fu, Fu)]}
+L min{G(z, Fu,Fu),G(z,2,2),G(z,2,z),G(z, Fu, Fu)}
elde edilir. Buradan da
G(Fu,z,z) < 8G(Fu,Fu,z)
< S6[G(Fu,z,z) + G(z,z Fu)]
= 268G(z,z Fu)

elde edilir. § € [0, %) oldugundan;

G(Fu,z,z) = 0 ve dolayisiyla Fu =z
olur. Bu taktirde;

su=Fu=z
elde edilir. F ve s zayif uyumlu oldugundan sFu = Fsu dur. Bu taktirde Fz = sz olur. F(X) € S(X) oldugundan bir v € X
vardir 6yle ki, z = Sv dir. (2.2) yi kullanarak;
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Gz fv, fv) = G(Fu, fv, fv) <6 max{G(su, Sv, Sv), G (su, Fu, Fu), G(Sv, fv, fv),% [G (su, fv, fv) + G(Sv, Fu, Fu)]}
+ L min{G (s, Fu, Fu), G(Sv, fv, fv), G(sw, fv, fv), G(Sv, Fu, F1)}
Gz fv, fv) < 8G(z, fv, fv)
elde edilir. § € [0,3) oldugundan
G(z fv, fv) = 0
dolayisiyla

frv=z
olur. Boylece;

Sv=fv=z

S ve f zayif uyumlu oldugundan fSv = Sfwv dir. Buradan fz = Sz olur.

Simdi F,S,s ve f nin ortak bir sabit noktast oldugunu gosterelim. (2.2) den

G(Fz,2z,z) = G(Fz,fv,fv) < 5max{G(sz,Sv, Sv),G(sz, Fz, Fz),G(Sv,fv,fv),i[G(sz,fv,fv) + G(Sv,Fz, FZ)]}
+ Lmin{G(sz, Fz,Fz),G(Sv, fv, fv),G(sz, fv, fv),G(Sv,Fz, Fz)}

1
G(Fz,z,z) < 5maX{G(FZ,Z,Z),E[G(FZ,Z,Z) + G(z,Fz, Fz)]}

elde edilir. Burada iki durum vardir.

1.Durum:
1
max{G(Fz,Z, Z),E[G(Fz,z,z) +G(z, Fz, Fz)]} =G(Fz,z,2)

olsun. Boylece;
G(Fz,2,z) <8G(Fz,2,z)

elde edilir. § € [0, %) oldugu hatirlanirsa;

G(Fz,z,z) = 0 ve dolayisiyla Fz = z olur.

2.Durum:
1 1
max {G (Fz,z,z), > [G(Fz,z,z)+ G(z Fz, FZ)]} =3 [G(Fz,z,2z)+ G(z, Fz Fz)]
olsun. Dikdortgen esitsizliginden;

8
G(Fz,2,2z) < > [G(Fz,2z,z) + G(Fz,2,z) + G(Fz,2,2)]

368
= 7G(Fz, Z,7)

elde edilir. & € [0,7) oldugundan;

G(Fz,z,z) = 0 ve dolayisiyla Fz = sz = z olur. z, F ve s nin ortak bir sabit noktasidir.

Simdi S ve f nin de ortak bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. (2.2) yi kullanarak
G(z,fz,fz) = G(Fz fz fz) < § max {G(sz, $z,52),G(sz,Fz,Fz),G(Sz, fz, fz),% [G(sz,fz fz) + G(Sz,Fz, Fz)]}

+Lmin{G(sz,Fz,Fz),G(Sz, [z fz),G(sz, [z fz),G(Sz,Fz Fz)}
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G(z,fz fz) < § max {G(Z, fz, fz),% [G(z,fz,fz) + G(fzz, z)]}

elde edilir. Burada iki durum vardir.

1.Durum:

max {G(z, fz, fz),%[(}(z, fz,fz) + G(fz,z, Z)]} =G(z,fzf2)
olsun. Boylece;
G(z,fz,fz) <6G(z,fz z)

elde edilir. § € [0, %) oldugu hatirlanirsa;

G(z,fz fz) = 0 ve dolaysiyla fz = z olur.

2.Durum:

max {G(z,fz,fz)é [G(z,fz fz)+ G(fz,z, z)]} = %[G(z, fz,fz)+ G(fz,z2)]

olsun. Dikddrtgen esitsizliginden;

G(z,fzfz) < g[G(z,fz,fz) +G(z,fz,fz) + G(fz [z 2)]

36
=G fz2f2)

elde edilir. § € [0, %) oldugundan;
G(z,fz fz) = 0vedolaysiyla fz =Sz =2z
olur. z, f ve S nin de ortak bir sabit noktasidir.

Simdi F,S,s ve f nin tek ortak sabit noktasi oldugunu gosterelim. z # w olacak sekide bir diger sabit noktas1 oldugunu kabul
edelim. Bu taktirde (2.2) yi kullanarak;

G(z,w,w) = G(Fz, fw, fw)
< 6 max {G(sz, Sw,S5w), G(sz,Fz,Fz), G(Sw,fw,fw),% [G(sz, fw, fw) + G(Sw, Fz, Fz)]}
+ Lmin{G(sz, Fz,Fz),G(Sw, fw, fw),G(sz, fw, fw),G(Sw, Fz,Fz)}
G(z,w,w) < 6 max {G(z, w, w),% [G(z,w,w) + G(w, z, z)]}

elde edilir. Burada iki durum vardir.

1.Durum:
1
max {G(z, w, W),E[G(Z, w,w) +G(w, z, z)]} = G(z,w,w)

olsun. Boylece

G(z,w,w) < 8G(z,w,w)
elde edilir. 6 € [0,5) oldugundan;

G(z,w,w) = 0 ve dolayisiyla z = w olur.

2.Durum:
max {G(z, w, W),% [G(z,w,w) + G(w,z, z)]} = %[G(z, w,w) +G(w, z,z)]

olsun. Dikdortgen esitsizliginden;
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G(z,w,w) < g[G(Z,W, w)+G(z,w,w)+G(w,w,2)]

36
= 76(2, w,w)

elde edilir. § € [0,3) oldugundan;

G(z,w,w) = 0 ve dolayisiyla z = w elde edilir. Bu taktirde z,F,S,s ve f nin tek ortak sabit noktasidir.

Sonuc¢ 2.1. (X, G) bir G -metrik uzay olsun. f,s : X —» X asagidaki sartlar1 saglayan déniisiim olsun.

@f (X)) €s(X)

(b) Vx,y € X igin

M) = max G(sx,57,59), G (5%, 2, 0,6 (57, £, /9, (6, f,f) + Glsy, . f)
olmak iizere;
G(fx.fy.fy) < 6 M(x,y,y) + L min{G(sx, fx, fx),G(sy, fy, fy), G(sx, fy, fy), G(sy, fx, fx)} (23)
olacak sekilde 6§ € [0,%) ve L > 0 vardir.
(c) f(X) veya s(X) kapalidir.
Bu taktirde {f,S} zayif uyumlu ise f ve s X de tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Teorem 2.2. (X, G) bir G —tam metrik uzay olsun. X iizerinde f, s, F ve S doniisiimleri asagidaki sartlar1 saglasin.
@fX)csX)veFX)cSX)
(b) Vx,y € X i¢in,
M(x,y,y) = max{G(sx, Sy, Sy), G(sx, Fx,Fx),G(Sy, fy, fy), G(sx, fy, fv),G(Sy, Fx, Fx)}
olmak tizere;
G(Ex, fy,fy) <8 M(x,y,y) + Lmin{G (sx, Fx, Fx),G(Sy, fy, fv), G(sx, fy, fy), G(Sy, Fx, Fx)} (2.4)
olacak sekilde 6§ € [0,%) ve L > 0 vardir.
(c) f(X) veya s(X) kapalidir.
Bu taktirde {f, S} ve {s, F} zayif uyumlu ise f, s, F ve S X de tek ortak sabit noktaya sahiptir.
ispat:
Xo , X de keyfi bir nokta olsun. f(X) < s(X) ve F(X) € S(X) oldugundan . ¥n € N U {0} igin,
Yn = FXp =SXp41 V& Yny1 = fXni1 = SXnio
olacak sekilde X de bir (y,, ) dizisi insa edebiliriz. (2.4) yi kullanarak
G(Fxn, fXns1, fXns1) < M (X, Xns1, Xps1)

+L min{G (sxpn, Fxn, Fxn), G(SXns1, fXnt1, fXn41), G(SXn, fXn41, [2Xn41), G(SXnir, Fxn, Fxn)}
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G(an, an+1' an+1)' G(an, Fxn’ Fxn)! G(an+1' fxn+1' fxn+1)r}

M(x,, X1, % )=max{
i G(an'fxn+1ﬂfxn+1)'G(an+1t Fxn' Fxn)

elde edilir. Buradan;

M(xn' xn+1:xn+1) = maX{G(yn—l ' Yn o Yn )v G(yn—l ' Yn o Vn )'G(yn »Yn+1 » Yn+1 ):G(yn—l yYn+1 »Yn+1 ): G(yn ' Yn ' Vn )}

= maX{G(yn—l ' Yn o Yn )vG(yn »Yn+1 0 Yn+1 )!G(yn—l »Yn+1 » Yn+1 )}
ve
min{G(yn—l ' Yn o Yn ):G(Yn »Yn+1 0 Yn+1 )vG(Yn—l »Yn+1 » Yn+1 ):G(yn ' Yn ' Vn )} = G(yn ' Yn ' Vn ) =0

oldugundan

GO s Yne1 2 Yne1 ) < O0max{G(Vn—1,Yn Y0 G s Yns1 s Yns1 ) GWVnot1 s Yn1 » Yne1 )3
elde edilir. Bu taktirde ti¢ durum s6z konusudur.

1.Durum:
maX{G(yn—l ' Yn 2 Yn )'G(yn yVn+1 ) Yn+1 )' G(yn—l »Yn+1 0 Vn+1 )} = G(yn »Yn+1 0 Vn+1 )

olsun. Burada
G(yn 'yn+1 'yn+1 ) < 6G(yn 'yn+1 tyn+1 )
olup & € [0,2) oldugundan

G(Yn »Yn+1 0 Yn+1 ) =0
olur.

2.Durum;
maX{G(yn—l Yo Yn G s Yne1  Ynet ) G(Une1 s Yne1 » Ynst )} = G(Yn-1Yn+1 »Yn+1 )

olsun. Bu taktirde;

G()’n »Yn+1 0 YVn+1 ) < 5[66(3771—1 ' Yn 2 Yn ) + G(yn »Yn+1 » Yn+1 )]

= 1-5 GCn-1Yn Yn)

Burada% = k, olsun. Burada k, € [0,1) ve

G(:Vn »Yn+1 0 Vn+1 ) < kl G(Yn—l »Yn 1 Yn )

< ky (le(Yn—z »Yn-1,Yn-1 ))

< klnG(YO')ﬁ Y1)

elde ederiz.

3.Durum:
max{G Vn-1,Yn Yn ) GOn » Yns1»Yne1 ) CVne1 » Vns1 »Vne1 )} = GOna1 » ¥n » ¥n )
olsun. Bu taktirde;

G()’n »Yn+1 0 Vn+1 ) < ) G(Yn—l »Yn 1 Yn )
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S 5 (55(}’11—2 :yn—l :yn—l ))

< §"G(Yo,y1,¥1)
elde ederiz. Burada k = max{§, k,} secelim. O halde k € [0,1) olur.
Simdi (y,, ) dizisinin G-Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.V n € N i¢in n < m olmak {izere;

G(.Vn »Ym »Ym ) < G(yn »Yn+1 2 Vn+1 ) + G(yn+1 »Yn+2 » Yn+2 ) +e G(ym—l »Ym »Ym )

S K"+ KM 4+ k™DG (Yo, Y1, Y1)

(1= fmn
=k (ﬁ) Go,y1,¥1)

n

= 1—k Go,y1,¥1)

n,m — oo i¢in limit alinirsa G(yy, , ¥4, , ¥m ) — 0 olur. O halde (y,, ) bir G-Cauchy dizisidir. (X, G), G-tam oldugundan bazi
z € X igin lim y, = zdir.
n—-oo

s(X) veya f(X)kapali oldugundan s(X) in kapali oldugunu farzedelim. Bu taktirde bir u € X vardir 6yle ki z = su dur.
Dikdoértgen esitsizliginden;

G(Z'Z:Fu) = G(Fu,Z,Z) < G(Fu'yn+1 'yn+1 ) + G(}’n+1 ,Z,Z)
=GVns1,22) + G(FU, fXny1, fXn41)

elde edilir. (2.4) den

G(Fu,z,2z) < G(Yny41 ,2,2) + 6 max {G(su, Sxn 11, S¥n41), G (s, Fu, Fu), G(an+1,fxn+1,fxn+1),}
Rl — n+1 »4

G(su, fXn41, fXn41), G(Sxns1, Fu, Fu)
+ Lmin{G (su, Fu, Fu), G(SXpi1, fXns1r [ Xns1), G(SU, f i1, fXns1), G(SXpiq, Fu, Fu)}
elde edilir. y,, = Sxp41, VYne1 = fXne1 Ve su = z esitliklerini kullanarak, n — oo i¢in limite gegilirse
G(Fu,z,z) <G(z,2z)+ 6max{G(z,22),G(z, Fu,Fu),G(z,z2,z2),G(z,zz),G(z, Fu, Fu)}
+L min{G(z, Fu, Fu),G(z,z,2),G(z,z2,z),G(z Fu, Fu)}

elde edilir. Buradan da

G(Fu,z,z) < 8G(Fu,Fu,z)
< S6[G(Fu,z,z) + G(z,2 Fu)]
= 26G(z,z,Fu)

elde edilir. & € [0,7) oldugundan;

G(Fu,z,z) = 0 ve dolayisiyla Fu =z
olur. Bu taktirde;

su=Fu=z
elde edilir.
F ve s zayif uyumlu oldugundan sFu = Fsu dur.
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Bu taktirde Fz = sz olur.
F(X) € S(X) oldugundan bir v € X vardir 6yle ki, z = Sv dir. (2.4) yi kullanarak;
G(z, fv, fv) = G(Fu, fv, fv) < § max{G(su, Sv, Sv), G(su, Fu, Fu), G(Sv, fv, fv), G(su, fv, fv), G(Sv, Fu, Fu)}

+ L min{G (su, Fu, Fu), G(Sv, fv, fv), G(su, fv, fv), G(Sv, Fu, Fu)}

G(z, fv, fv) <8G(z fv, fv)
elde edilir. § € [0,3) oldugundan

G(z, fv, fv) = 0 ve dolayisiyla fv =z
olur. Boylece;

Sv=fv=z

elde edilir. S ve f zayif uyumlu oldugundan fSv = Sfv dir. Buradan fz = Sz olur.
Simdi F,S,s ve f nin ortak bir sabit noktast oldugunu gosterelim. (2.4) den
G(Fz,2z,z) = G(Fz, fv, fv) < § max{G(sz, Sv,Sv),G(sz,Fz,Fz),G(Sv, fv, fv),G(sz, fv, fv),G(Sv,Fz,Fz)} +
Lmin{G(sz,Fz,Fz),G(Sv, fv, fv),G(sz, fv, fv),G(Sv,Fz, Fz)}

G(Fz,z,z) < §max{G(Fz,z,2),G(z Fz Fz)}

elde edilir. Burada iki durum vardir.
1.Durum:
max{G(Fz,z,z),G(z,Fz,Fz)} = G(Fz,Fz, z)

olsun. Boylece;
G(Fz,2,z) <8G(Fz Fz, 2)
<0[G(Fz,z,z) + G(Fz,z,7)]
=26G(Fz,z,2)

elde edilir. § € [0, %) oldugu hatirlanirsa;

G(Fz,z,z) = 0 ve dolayisiyla Fz = z olur.
2.Durum:
max{G(Fz,z,z),G(z,Fz,Fz)} = G(Fz,2z,z)

olsun.
G(Fz,z,z) <8G(Fz,z,z)
elde edilir. § € [0, %) oldugundan;

G(Fz,z,z) = 0 ve dolayisiyla Fz = sz = z olur. Suhalde z, F ve s nin ortak bir sabit noktasidir.

Simdi S ve f nin de ortak bir sabit noktasi oldugunu gésterelim. (2.4) ii kullanarak

G(z,fz,fz) = G(Fz,fz fz) < § max{G(sz,Sz,5z2),G(sz,Fz,Fz),G(Sz,fz,fz),G(sz,fz fz),G(Sz, Fz Fz)}

+ Lmin{G(sz,Fz Fz),G(Sz,fz [z),G(sz [z [z),G(Sz, Fz,Fz)}
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buradan;
G(z fz fz) < dmax{G(z [z fz),G(fz 2 2)}
elde edilir. Burada iki durum vardir.

1.Durum:
max{G(z, fz [z),G(fz,2,2)} = G(z,fz fz)
olsun. Boylece;
G(z,fz,fz) <6G(z,fz z)

elde edilir. § € [0, %) oldugu hatirlanirsa;

G(z,fz fz) = 0 ve dolaysiyla fz = z olur.
2.Durum:

max{G(z, fz f2),G(fz,2,2)} = G(z,z fz)

olsun. Dikdortgen esitsizliginden;

G(z,fz,fz) <6G(z,2,fz)
<6[G(z,fz,fz) + G(z fz fz)]
=26G(z,fz fz)
elde edilir. § € [0, %) oldugu hatirlanirsa;
G(z,fz fz) = 0 ve dolayisiyla fz = Sz = z olur. z, f ve S nin de ortak bir sabit noktasidir.

Simdi F,S,s ve f nin tek ortak sabit noktasi oldugunu gosterelim. z # w olacak sekide bir diger sabit noktas1 oldugunu kabul
edelim. Bu taktirde (2.4) yi kullanarak;

G(z,w,w) = G(Fz, fw, fw) < 6 max{G(sz,Sw,Sw), G(sz,Fz,Fz),G(Sw, fw, fw),G(sz, fw, fw),G(Sw, Fz, Fz)}

+L min{G(sz, Fz,Fz),G(Sw, fw, fw),G(sz, fw, fw), G(Sw,Fz, Fz)}

G(z,w,w) < § max{G(z,w,w),G(w,z,2)}

elde edilir. Burada iki durum vardir.
1.Durum:

max{G(z,w,w),G(w,z,2)} = G(z,w,w)
olsun. Boylece
G(z,w,w) < 8G(z,w,w)
elde edilir. § € [0,7) oldugundan;

G(z,w,w) = 0 ve dolayisiyla z = w olur.
2.Durum:

max{G(z,w,w),G(W,z,2z)} = G(z,z,w)

olsun. Boylece

G(z,w,w) < 8[G(z,w,w) + G(z,w,w)]
= 26G(z,w,w)
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elde edilir. § € [0, %) oldugundan, G(z, w,w) = 0 ve dolayisiyla z = w elde edilir. Bu taktirde z, F,S,s ve f nin tek ortak
sabit noktasidir.

Sonug¢ 2.2. (X, G) bir G -metrik uzay olsun. f,s : X — X asagidaki sartlar1 saglayan doniisiim olsun.
@fX) < s(X)
(b) Vx,y € X igin

M(x,y,y) = max{G(sx,sy,sy), G(sx, fx, fx), G(sy, fy, f¥), G(sx, fy, f¥), G(sy, fx, fx)}
olmak tizere;

GUxfy,fy) <M(x,y,y) + Lmin{G (sx, fx, fx),G(sy, fy, fy), G(sx, [y, f¥), G(sy, fx, fx)} (2.5)
olacak sekilde 6 € [0,%) ve L = 0 vardir.

(c) f(X) veya s(X) kapalidur.
Bu taktirde {f, S} zayif uyumlu ise f ve s X de tek ortak sabit noktaya sahiptir.
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