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OZET

Bu ¢alismada simirlarinda sicakligin lineer degistigi diigtiniilen aliiminyum ve SiC’den olusan kompozit bir silindir
gomleginde kararli durumdaki iki boyutlu sicaklik dagilimi pseudospektral Chebyshev yontemi kullanilarak
incelenmistir. Sabit sicaklik sinir kosulu altinda iki boyutlu pseudospektral Chebyshev yontemi kullanilarak elde
edilen sayisal sonuglar analitik ¢ozlimle karsilastirilarak yontemin dogrulugu gosterilmistir. Silindir gémlegindeki
sicaklik dagilimlarimin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri verilmis ve tartisilmistir. Elde edilen sayisal sonuglar,
pseudospektral Chebyshev yoOnteminin bu tiir problemlerin ¢oziimlerinde alternatif olarak kullanilabilecegi
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Silindir gomlegi, sicaklik dagilimi, kompozit malzeme, pseudospektral Chebyshev yontemi.
ABSTRACT

In this study, the steady-state two-dimensional temperature distribution in a composite cylinder liner consisting of
aluminum and SiC, at the boundaries of which the temperature is thought to vary linearly, is examined using the
pseudospectral Chebyshev method. The accuracy of the method has been demonstrated by comparing the numerical
results obtained using the two-dimensional pseudospectral Chebyshev method under constant temperature boundary
condition with the analytical solution. Two-dimensional and three-dimensional graphs of temperature distributions
in the cylinder liner are given and discussed. The numerical results obtained show that the pseudospectral Chebyshev
method can be used as an alternative in solving such problems.
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GIRIS

Icten yanmali motorlarda, piston ve segmandan kaynaklanan asinmaya karsi dayanikli bir yiizey olusturan ve silindir
ierisine yerlestirilen silindirik seklindeki parga, silindir gomlegi olarak tamimlanir. Icten yanmali motorlarda
kullanilan silindir bloklar1, monolitik, yari-monolitik ve heterojen silindir bloklari olarak siniflandirilir. Gomleksiz
silindir bloklar1 olarak da tanimlanan monolitik silindir bloklarinda silindir blogu tek bir malzemeden yapilir. Yari-
monolitik silindir bloklari tek malzemeden yapilmustir, fakat bu bloklarda pistonun ¢alistigr silindir deligi gézenekli
Cr veya NI-SiC ile kaplanarak, veya celik esasli alagimlar ile yiizeylerine plazma piiskiirtme yapilarak daha sert
yiizeyler elde edilir. Heterojen silindir bloklarinda ise genellikle silidir blogu ile piston ve sekmanin hareketine
kilavuzluk yapan silindir gomlekleri farkli malzemelerden yapilmistir. Giiniimiizde herhangi bir ariza durumunda
daha ucuz maliyetli ¢oziimler sunmasi, silindir bloguna gore asinma direnci ve siirtiinme ozellikleri iyi olan

malzemeler kullanilmasi gibi nedenlerden &tiirii heterojen silindir bloklar1 daha ¢ok tercih edilmektedir (Heywood,
2008; Yamagata, 2005; MAHLE GmbH, 2016).

Heterojen silindir bloklarinda kullanilan silindir gémlekleri direk su ile temas edip etmemesine gore 1slak veya kuru
gomlekler olarak smiflandirilir. Kuru gémlekler silindir bloklarina siki gegme bir sekilde monte edilmekte olup
silindir bloklar1 ile temas halindedir. Islak gomlekler ise direk sogutma suyu ile temas halinde olup 1s1 sogutma
suyuna direk olarak aktarilmaktadir. Islak silindir gomlekleri, silindir bloklarindan destek almadan olusan yiiksek i¢
basinglar ve 1s1iya dayanabilmesi i¢in genellikle kuru gomleklere gore daha kalin olarak imal edilmelidir. Heterojen
silindir bloklarinda kullanilan bir diger gomlek tipi ise dokme silidir gémlegi olup silindir blogunun dékiimii
esnasinda silindir gomleginin gelecegi bolgeye dokiilmesi ile elde edilir (Yamagata, 2005). Silindir bloklarinin
siiflandirilmasi ve bu silindir bloklarinda kullanilan silindir gomlek ¢esitleri Yamagata (Yamagata, 2005) tarafindan
Sekil 1°deki gibi asagida verilmistir.

Motor Bloklan
Hétemj en Blolklar Monolitik veya
Sanki Monolitik
Gamlekl Bloklar Bloklar
|
! Gémleksiz Bloklar
Furu Gomlekler
Islak Gémlekler Stk Gegme Dékiim Gomlek

Piston Su cekett \
Yiirey modifikasyonu

Sekil 1. Motor Bloklar1 ve Kullanilan Silindir Gomlek Cesitleri (Yamagata, 2005)

Richardson (Richardson, 2000) i¢ten yanmali motorlarda toplam kaybin %50-60"1n1 termal kayiplarin olusturdugu
ve motor performansini optimize ederken dikkate alinmasi gereken onemli faktorlerden birisi oldugu bildirilmistir.
Silindir duvar sicakligi yanma gazi sicakligi degerlerine ne kadar yakin olursa, termal kayiplar ideal olarak o kadar
az olacaktir. Bununla birlikte silindir duvar sicakliginin yiiksek olmasinin HC emisyonlari iizerine olumlu bir etkisi
varken, NOx emisyonunu artirict bir etkisi vardir. Benzinli motorlarda, silindir i¢i asir1 sicaklik kontrolsiiz
patlamalara yani motorda vuruntuya sebep olmasindan dolay1 bu motorlarda par¢a sicakliklarini belli bir seviyenin
altinda tutulmasi gerekir. Ancak, asir1 sogutulmus parcalar ise istenmeyen kompresdr kacaklarina sebebiyet
vereceginden, bu pargalarda sicakligin asirt diisiiriilmemesi gerekir (Dehghani, 2013; Holger, 2001; Lapuerta, 2000;
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Rakopoulos, 1998; Richardson, 2000; Wang, 2008). Bu tiir nedenlerden dolay1 silindir gémlek sicakligini belli bir
seviyede tutmak ve bunu 6nceden belirleyebilmek 6nem arz etmektedir.

Icten yanmali motorlarda kullamilan silindir gdmleklerinde sicaklik dagilinn genellikle bilgisayar destekli paket
programlar yardimu ile elde edilmistir. (Ertek, 2020; Gustof, 2008; Roy, 2020; Trung, 2021(a, b); Wang et al., 2012).
Trung (Trung, 2021(a)) farkli motor devri ve motor yiikiindeki bir V-12 motorunun silindir gomlegindeki sicaklik
dagilimlarini, ANSYS Parametrik Tasarim Dili'nde (APDL) yazilmis sonlu elemanlar yontemi kullanarak
belirlemistir. Elde edilen sonuglar1 deneysel sonuglarla karsilagtirarak dogrulamis, testlerin sonuglari, teorik modelin
oldukc¢a giivenilir oldugunu ve en biiyiik bagil hatanin %5,49 oldugunu gostermistir. Turbo dizel bir motorun
baslangi¢ fazinda 1slak silindir gomlegindeki sicaklik dagilimi Gustof ve Hornik (Gustof and Hornik, 2008)
tarafindan iki bolgeli yanma modeli ve sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilmistir. iki bdlgeli yanma modeli
kullanilarak 1s1l yiikler belirlenmis, sonlu elemanlar yontemi ile gdmlek {izerindeki sicaklik dagilimlar1 belirlenmistir.
Motor gomlegindeki sicakligin ilk 20 saniye i¢inde ¢ok hizli arttig1 (ortalama olarak yaklasik 3 K) daha sonra sicaklik
artisindaki hizin azaldig1 ve 40. saniye sonunda maksimum sicakligin gémlegin iist kisminda 444 K oldugu tespit
edilmis ve bu siireden sonra sicaklik artis hizimin distiigii belirlemislerdir. Uygulanan matematiksel modelin
kullanilabilirliginin miimkiin oldugu sonucuna varilmistir. Su sogutmali 4 valfli, 4 zamanli, turbo sarjli benzinli bir
motordaki ve sogutma suyu ceketindeki sicaklik dagilimi Wang vd. (Wang et al., 2012) tarafindan hesaplamali
akigkanlar dinamiginin bir yazilimi olan Ansys Fluent kullanilarak elde edilmistir. Motor ilk olarak Pro/E kullanilarak
basitlestirilmistir. Elde edilen verileri daha kiigiik pargalardan olusan elamanlara ayirmak i¢in ICEM kullanilmistir.
Elde edilen sonuglarin dogrulanmasi i¢in motorun belli bolgelerinden sicaklik 6l¢timii alinmis, hesaplanan sicaklik
degerleri ile 6lglimler arasindaki farkin makul ve silindirlerin birlestigi yerde maksimum olup en fazla 20 K oldugu
gozlemlemiglerdir. Sonuglarin sonraki caligmalarda ve sogutma suyu ceketlerinin optimizasyonunda
kullanilabilecegi belirtilmistir. Su ceketi, silindir gomlegi i¢ kismi ve yanma odasinin iist kismindaki sicaklik
dagilimlari, ti¢lincii tip sinir kosulu ve bir boyutlu modele dayali bir yazilim kullanilarak elde edilen sinir kosullart
kullanilarak elde edilmistir. Wang vd. (Wang et al.,2021) silindir gémlekleri etrafindaki sogutma suyu akisinin,
sicaklik dagilimi ve termal deformasyon iizerindeki etkisini ortaya koymuslardir. Bunun i¢in bir dizel motorun
simiilasyon modeli ABAQUS paket programinda gelistirilerek analizler yapilmistir. Paket programlarla yapilan
caligmalara ek olarak Trung ve Trong (Trung and Trong, 2022), Hohonberg korelasyonunu kullanarak fakli alkol-
dizel karigimlar kullanilarak ¢alistirilan bir dizel motorda silindir gdmleklerinde meydana gelen 1s1 transferi ve
sicaklik dagilimlarini aragtirmiglardir. Trung (Trung, 2021(b)), eski bir dizel motoru turbosarjli bir motora
doniistliriirken 1s1 transfer korelasyonunun silindir gomleklerindeki sicaklik dagilimina etkisini incelemistir.
Woschini ve Hohenberg korelasyon denklemlerini kullanarak elde edilen sonuglari deneysel sonuglar ile
karsilagtirmiglardir.

Sik1 gegme yontemi ile silindir bloklarina yerlestirilen kuru silindir gémlekleri silindirik yapidadir (Sekil 1). Kisa
silindirlerde 1s1l gerilmelerle ilgili literatiirde birgok ¢alisma mevcuttur. Shojaefard ve Najibi (Shojaefard and Najibi,
2014(a)) gegici diizgiin olmayan eksenel simetrik termal yiiklere tabi tutulan i¢i bos iki boyutlu islevsel olarak
derecelendirilmis kalin silindir i¢in lineer olmayan gegici rejimde 1s1 transferi analizi gelistirmislerdir. Elde edilen
sicaklik dagilimmin dogrulugunu arttirmak i¢in kademeli sonlu elemanlar yontemi ve ikinci dereceden Lagrange
sekil fonksiyonunu birlikte kullanmislardir. Gegici termal yiikleme kosullarina maruz kalan sonlu uzunluk ve sicaklik
ile degisen malzeme Gzelliklerine sahip kalin i¢i bos 2D fonksiyonel olarak derecelendirilmis bir silindirin dogrusal
olmayan gegici 1s1 illetimi analizi Shojaefard ve Najibi (Shojaefard and Najibi, 2014(b)) tarafindan sunulmustur.
Sonlu uzunluga sahip kalin i¢i bos 1D-FDM silindirin dogrusal olmayan gegici termal gerilme analizi, dereceli sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak Najibi, Alizadeh ve Ghazifard (Najibi, Alizadeh and Ghazifard, 2021) tarafindan
incelenmigtir. Can ve Keles (Can ve Keles, 2023) seramik ve metalin tissel olarak derecelendirildigi diisiiniilen bir
silindir ve kiiredeki anlik sicaklik dagilimi ve 1s1 akisini tepkisini Tamamlayici fonksiyonlar yontemini kullanarak
sayisal olarak incelemislerdir. Fourier olmayan 1s1 iletim teorisinin kullanildigi bu c¢alismada problem Laplace
uzaymda tamamlayici fonksiyonlar yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Problemin ters Laplace doniisiimii Durbin
yontemi kullanilarak sayisal olarak gerceklestirilmistir. Homojensizlik parametrelerinin sicaklik dagilimi, 1s1 akisi ve
1s1l dalganin hiz1 tizerinde etkisi oldugu sonucu varmislardir.

Bu ¢alismada sinirlarinda sicakligin dogrusal degistigi varsayilan aliiminyum ve SiC’den olusan kompozit bir silindir
gomleginde kararli durumdaki iki boyutlu sicaklik dagilimi pseudospektral Chebyshev yontemi kullanilarak
incelenmistir. Sabit sicaklik sinir kosulu altinda iki boyutlu pseudospektral Chebyshev yontemi kullanilarak elde
edilen sayisal sonuglar analitik ¢éziimle karsilastirilarak yontemin dogrulugu gosterilmistir. Silindir gdmlegindeki
sicaklik dagilimlarinin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri verilmis ve tartisilmistir. Elde edilen sayisal sonuglar,
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pseudospektral Chebyshev yonteminin bu tiir problemlerin ¢dzlimlerinde alternatif olarak kullanilabilecegi
gosterilmistir.

MATERYAL VE YONTEM

SiC takviyelerin Al matris i¢erisinde homojen olarak dagildigi, eksenel simetrik 1s1l yiiklere maruz kalan bir silindir
gomlegi (Sekil 2) ele alalim. Is1l dengeye ulastig1 diisiiniilen silindir gdmleginin i¢ ve dis kisminda z ekseni boyunca
ve gomlegin alt ve iist kisminda r ekseni boyunca sicakliklarin sabit oldugu varsayillmistir. Ayrica silindir
gomleginde herhangi bir i¢ 1s1 liretimi ya da tiiketimi olmayip sicaklik degisimi ile mekanik ve 1s1l 6zeliklerinin
degismedigi varsayillmistir. Sekil 2°de verilen silindir gomleginde radyal yonde herhangi bir noktadaki yarigap “r”
ile temsil edilmekte olup, “a” i¢ ¢ap1 “b” ise silindir gomleginin dis ¢apini temsil etmektedir. “t” silindir gomleginin
kalinligimi ifade ederken “z” ise silindir gdmleginin herhangi bir noktasindaki eksenel mesafeyi gdstermektedir.
Ayrica silindir gomleginin iist ylizeyi ile alt yiizeyi arasindaki mesafe “L” ile ifade edilmistir. Bu ¢alismada kullanilan
silindir gémleginin boyutlar1 i¢ ve dis ¢ap1 sirast ile 74 ve 86 mm boyu ise 165 mm olacak sekilde Ertek’in
calismasindan uyarlanmistir (Ertek, 2020).

|
Pa
Y

NSNS SN

Sekil 2. Silindir Gomlegi

Halpin-Tsai Malzeme Modeli

Farkli mekanik ve 1s1l dzelliklere sahip en az iki malzemenin birbiri iginde ¢6ziinmeden karigmasi sonucu olusan
kompozit malzemelerdeki mekanik ve 1s1l 6zellikleri belirlemek igin bir ¢ok mikromekanik model olup (Vignoli et
al., 2019), parcacik takviyeli kompozitler ve pargacik takviyeli kompozitin bir uygulamasi olan Fonksiyonel
Derecelendirilmis Malzemeler (FGM)’ler igin Halpin-Tsai oldukga iyi sonuglar vermektedir (Arslan, Mack and
Apatay, 2021). Halpin-Tsai pargacik takviyeli kompozit malzemelerde termal iletkenlik, elastisite modiilii, lineer
termal genlesme ve Poisson orani gibi malzeme 6zelliklerinin belirlenmesinde kullanilan bir yontem olup, deneysel
verilerden elde edilen degerlerin birlestirilmesi ve olusturulan egriye uydurulmasi ile elde edilen ampirik bir malzeme
modelidir (Halpin, 1969; Halpin, 1992; Gibson R.F. 2016;). Halpin-Tsai modeline gore malzeme 6zelliklerinin
belirlenmesinde kullanilan formiil

P _ 1+fT]Vf

= 1)

Pm 1-nVy¢

seklinde olup, n ve & asagidaki tanimlanmaktadir.
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M. f=20/m) @

p_

)7:

Burada p parcacik takviyeli kompozitte herhangi bir malzeme &zelligini, py fiberin 6zelligini ve p,, matris
malzemesinin 6zelligini ifade etmektedir. £ fiber geometrisine bagl bir parametre olup [ fiberin uzunlugunu m ise
fiberin genisligini ifade eder. V¢ fiberin hacimsel oranimi ifade ederken V;,, matrisin hacimsel oranini ifade etmektedir.
Fiberin ve matrisin hacimsel oranlar ise asagidaki gibi tanimlanmistir (Shariyat, 2012; Eker vd., 2021).

_ (r=\" - 3)

V=) =11

n hacimsel oran indeksi olup n > 0 dir. Hacim orani indeksi, fonksiyonel olarak derecelendirilmis silindirik
pargalarin i¢ ve dis duvarlarinda kullanilan malzeme miktarinin yogunlugunu kontrol etmek i¢in kullanilan bir
parametredir. Hacim orani indeksi arttik¢a i¢ duvarda kullanilan malzeme orani artmakta, azaldik¢a dis duvarda
kullanilan malzeme orani artmaktadir.

Sicaklik Dagilimin Analitik Incelenmesi

Isil dengeye ulagmus, i¢ 1s1 liretimin ve tiiketiminin olmadig, ¢evresel olarak simetrik olan silindirik yapidaki bir
silindir gomlegindeki enerji denge denklemi asagidaki gibidir (Arpaci, 1966; Carslaw, 1959; Jacob, 1949).

10 aT\ = 8 (, AT 4
ror (krgy) + 5, (k5) =0 “
Bu denklemde gecen “k” 1s1 iletim katsayisini gostermektedir. Silindir gdmleginde metal matris olarak kullanilan
aliiminyumun 1s1l iletkenlik katsayis1 222 W/(mK)) iken seramik takviyenin 1s1l iletkenlik katsayisi 39 W/(mK)) dir
(Callister, 2009). Bu ¢alismada analitik ¢oziim yapilirken silindir gémleginin i¢ ve dis kisminda z ekseni boyunca ve
gdmlegin alt ve {ist kisminda r ekseni boyunca sicakliklarin sabit oldugu varsayilmistir. Bu sinir kosullari literatiirde
bulunan caligmadaki (Ertek, 2020) sinir kosullarinin ortalamasi alinarak asagidaki gibi elde edilmis ve bu smir
kosullar1 birinci sinir kosulu durumu olarak tarif edilmistir. Sicakligin sinir kosullarinda lineer olarak degistigi durum
ise ikinci sinir kosulu durumu olarak tarif edilmistir. Ikinci sinir kosulunda silindirin u¢ noktalarindaki degerler yine
literatiirden alinmistir (Ertek, 2020). Buna gore birinci sinir kosulu durumu

T(r,0) = 418 (K), T(r,1) =375 (K)
(5)
T(a,z) = 423 (K), T(b,z) =370 (K)
seklinde alinirken ikinci sinir kosulu durumu ise
T(r,0) = 453 + =2 (K, T(r,1) =393 + 32 (k)
(6)
60z 30z
T(a,z) =453 — T(K), T(b, Z) = 383 — T(K)

seklinde alinmistir. Metal matris olarak aliminyum, seramik takviye olarak ise SiC'in kullamildig: silindirde,
malzeme 6zellikleri, seramik ve metal malzemelerin 6zellikleri kullanilarak Halpin-Tsai yontemi ile elde edilecektir.
(4) numaral1 diferansiyel denklemdeki tiirevler alinip denklem diizenlenirse enerji denge denklemi

2 2
ka_T_l_Ea_T_{_ka_T:O @)

arz  ror 0z2

seklinde elde edilir. (7) numarali denklemde verilen diferansiyel denklem homojen olmasina ragmen (5) numarali
esitlikte verilen uzay degiskenlerinde homojen degildir. Bu sinir sartlarindan herhangi bir tanesi homojen sinir sartina
doniistirtlerek diferansiyel denklem, degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak ¢oziilebilir. Bu nedenle aranan T(r,z)
sicaklik degeri asagidaki sekilde iki pargaya ayrilir.
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T(r,z) = 0,(1,2) + 6,(2) (8)

Bu sicaklik ifadesi (7) numarali diferansiyel denklemde yerine yazilirsa

4?6, _ 9)
k=2=0
0,(0) = 418K, 0,(1) =375 K (10)

seklinde bir adi diferansiyel denklem ile

020, | k0O, | , 026, _
kar2 +;W+k622 =0 (11)
91 (T‘, 0) =0 ) 91(7‘, l) =0 (12a)
0,(a,z) = 423 — 0,(2), 0,(b,z) = 370 — 0,(z2) (12b)

seklinde homojen bir kismi diferansiyel denkleme elde edilebilir. Adi diferansitel denklemin (9) sinir kosullar1 (10)
altindaki ¢6zimii

0,(z) = —$z +418 (13)

seklinde elde edilir. Kismi diferansiyel denklem (11) ve bir yondeki sinir kosullar1 (12) homojen oldugundan 6,
ifadesi

0,(r,z) = R(r)Z(2) (14)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir. Bu ifade (14), kismi diferansiyel denklemde (11) yerine yazilirsa,

1d*R , 1dR _ 1d*z (15)

Rdr2 ' Rrdr  Zdz2

gibi sol tarafi r sag tarafi ise z bagimsiz degiskenine bagli bir denklem elde edilir. Bu nedenle bu ifadenin sonucu bir
sabit say1ya esit olmalidir. Sabit ifade A% olarak segilirse

2
1dR  1dR_ 35 _ (16)

Rdr? = Rrdr

1d?*Z 2 _
zaz T4 =0 ()
Adi diferabsiyel denklemleri elde edilir. Degisken katsayili lineer diferansiyel denklem olan (16) numarali denklem
Bessel fonksiyonuna indirgenmesi Kraus vd. (Kraus, Aziz and Welty, 2001) tarafindan agiklanmis ve bu denklemin
¢oztimii Bessel fonksiyonu formunda asagidaki gibi verilmistir.

R(r) = Dy1y(Ar) + DKy (Ar) (18)

(18) numarali denklemde gegen I, sifirinci dereceden birinci tip modifiye Bessel fonksiyonunu K ise sifirinci
dereceden ikinci tip modifiye Bessel fonksiyonunu ifade etmektedir. (17) numarali denklem sabit katsayili lineer bir
diferansiyel denklem olup ¢6ziimii asagidaki gibi verilmistir.
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Z(z) = E;cos(Az) + E,sin(Az) (19)
Homojen sinir kosullart (12a) kullanilarak, E; ve A sabitleri agagidaki gibi elde edilir.
E; =0, A= -, n= 0,+1,+2,.. (20)

R(r) ve Z(z) fonksiyonlari, 8; fonksiyonunda (14) yerine yazilirsa,

0.(r,z) = Yp=1 [Anlo (nl—” r) + B, K, (nl—ﬂ r)] sin (nl—ﬂ Z) (21)

elde edilir. (12b) numaral1 esitlikte gecen r yoniindeki sinir kosullar1 kullanilarak, A,, ve B, sabitleri asagidaki gibi
elde edilir.

4 -1 <K0("T”b)(1o—96(—1)n) —KO(nTna)(IO(—l)n—96)> 22)
oo 1o("70)Ko (7)o (e Ko (D)

B — _i(10(%a)(m(—nn—%)—lo(%b)(w—%(—1)")) (23)
o\ no(e)Ko(Fa)-1o(Fa)ko(0)

aranan sicaklik fonksiyonu (8)
T(r,2) = S5y [Anlo (577) + Bako ()| sin (572) =222 + 418 (24)

olarak bulunur.

Pseudospektral Chebyshev Yontemi ve Sicakltk Dagilimin Sayisal Incelenmesi

Pseudospektral Chebyshev yontemi, bir veya birden fazla bagimsiz degiskene gore elde edilmis diferansiyel
denklemi dogrusal veya dogrusal olmayan denklem sistemine doniistiiren bir yontemdir (Gottlieb, 1981; Trefethen,
2000; Bazan, 2008). Daha az sayida nokta kullanarak yiiksek hassasiyet elde etme prensibine dayanan bu yontemdeki
orgili noktalar1, sinira yakin bolgelerde orta noktalara gére daha sik olacak sekilde secilir. Boylece siir deger
problemlerinin ¢éziimiinde diger yontemlere gore daha yiiksek hassasiyet verir. Bu tanima uyan, yani siir
noktalarinda daha fazla 6rgii noktalarina sahip olan Chebyshev noktalari (Gauss- Lobatta noktalar)

_ LA (25)
= cos(N), j=0123 ..N

kullanilarak birinci dereceden Chebyshev diferansiyel matrisi D hesaplanabilir. Elde edilen Chebyshev diferansiyel
matrisi ve vektoriin sonlu sayida carpimi ile vektoriin tiirevleri T’(r]-) = (DT) ]-,T”(rj) = (D?T) j - yiksek
hassasiyetle elde edilir. Burada T = [Ty Ty ... T,,]7, 77 noktalarindaki vektor verileridir. Chebyshev tiirev matrisinin
hesaplama prosediirii ve m-dosyasi Trefethen (Trefethen, 2000) tarafindan verilmis, boliintiileme noktalar r; sagdan
sola numaralanmis ve [—1,1] araliginda tanimlanmigtir. Matlab m-dosyasinda kii¢iik bir revizyonla herhangi bir
araliktaki D tiirevleme matrisi hesaplanabilir.

Tek boyutlu problemlerin ¢oziimiinde kullanilacak yukaridaki prosediire ek olarak iki boyutlu problemlerin
¢ozliimiinde de Chebyshev tiirevleme matrisi D istenilen yonde elde edilerek o yondeki vektorlerin tiirevleri yiiksek
hassasiyet ile elde edilebilir. Kismi diferansiyel denklemli simir deger problemlerinin ¢6ziimiinde Pseudospektral
Chebyshev yontemini kullanabilmek i¢in Chebyshev tiirevleme matrisi D’nin her bagimsiz degisken icin ayr1 ayri
olusturulmasi gerekmektedir. Bu sekilde olusturulan 6rgii sistemine tensorli ¢arpim Orglsii adi verilmektedir
(Trefethen, 2000).
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Sekil 3. iki Boyutlu Tensor Orgii Noktalarinin Dagilinm

Bu caligmada sunulan pseudospekral Chebyshev yonteminde, Gauss-Lobatto noktalar1 kullanilmaktadir. Gauss-
Lobatto noktalar1 kullanilarak olusturulan 6rgii noktalarinin dagilimi bir boyutlu problemlerde, esit aralikli dagilima
gbre 2/ kat orta bolgelere yogunlagmis olup, bu durum d boyut i¢in (2/7)d kat olmaktadir. Bundan dolay1 orgii
noktalarinin bilyiik ¢ogunlugunun sinira yakin konumlandirilmasi nedeni ile sinir deger problemlerinin ¢6éziimiinde
esit aralikli dagilima gore daha hassas sonuglar tiretmektedir (Trefethen, 2000).

Spektral orgii noktalarinda Chebyshev tiirevleme matrislerini kullanilarak bagimsiz degiskenlere gore tiirev
matrislerini elde edebilmek igin dogrusal cebir konularindan olan tensorel ¢arpim (Knocker ¢arpim) kullanilmasi
gerekir (Trefethen, 2000). Sistemin sicaklik dagilimin1 modelleyen homojen kismi diferansiyel denklem (7)

LIT] = KTy + 2T, + KT, (26)

ele alinsin. Bu denklem r ve z yoniinde birbirinden bagimsiz sekilde olusturulan Chebyshev tiirevleme matrisi “D”
ve Knocker ¢arpim kullanilarak ayriklastirilir ve sag taraf denklemi ile lineer operatdr “L “ kullanilarak bilinmeyen
ve aranan ifade olan “T” elde edilir.

T=[T,]=[T(rz), 0<i<N 0<j<M

seklinde olsun. (26) numaral esitlikte gegen "T,." ve "T;.,." T'nin r yoniindeki birinci ve ikinci tiirevlerini ifade ederken
"T,," z yoniindeki ikinci derece tiirevlerini ifade etmektedir. "D,. ve D," sirasi ile r ve z yoniinde elde edilmis olan ve
birinci derece tiireve karsilik gelen Chebyshev tlirevleme matrisleri olsun. Buna gore r ve z yoniindeki ikinci derece
tiireve karsilik gelen Chebyshev tiirevleme matrisleri siras1 ile D? = D,.D,. ve DZ = D,D, olmak {izere ¢dziim
matrisindeki r yontindeki ikinci derece tiirevieme matrisi (Trefethen, 2000)

pir=pg[Fo = TP e DET @)
T T J, J, ,l, l,

seklinde olup z yoniindeki tiirevleme matrisi ise

T T 27T aen 2 T 28
D2TT = D? [T vo o T J, T]:[DZTl 5 0 D;T", r] (28)

) \)

seklinde elde edilir. Herhangi iki matris ¢arpiminin transpozu, bu matrislerin transpozlarinin ters siradan ¢arpimina
esittir. Buna gore

(DZTTY" = T(DR)"
olarak yazilabilir. A ve B, MXM ve NxN boyutunda herhangi iki farkli kare matris olmak tizere vec(AYB) =
(BTRA)vec(Y) dzelligi kullanilarak r ydnii igin
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vec(D,T) = vec(D,TI,) = (I,&D,)vec(T) (29)
vec(DAT) = vec(D?TI,) = (I, RQDZ)vec(T) (30)
ve z yonii iginde

vec(T(D)") = vec(I, T(DY)") = (D7 Q1 )vec(T) (31)

elde edilir. (29-31) denklemlerinde gecen "I." ve "I,," sirast ile r ve z yoniindeki birim matrisleri ifade etmektedir.
Buna gore (26) numarali denklemin sag tarafi

vec(DFT + 2D, T + T(D)") = (L,®DZ + (1,®7) (,®D,)+DZ QI ) vec(T) (32)
seklinde elde edilir. Boylece (7) numarali denklemin dogrusal matris operatorii agagidaki gibi elde edilir.
L =k(L®D? + (L,®3) (,RD,)+DIRI,) (33)

Ikinci dereceden sicakliga bagli kismi diferansiyel denklem (7) Knocker carpim ve Chebyshev tiirevleme matrisleri
kullanilarak asagidaki gibi ayriklastirilabilir.

LT =0 (34)

Bu sistem, lineer matris operatorii (33) kullanilarak sinir kosullarinda (6) ¢oziiliirse, ikinci sinir kosulu igin agikar
olmayan ¢oziimler elde edilmis olur.

BULGULAR VE TARTISMA

SiC takviyelerin Al matris igerisinde homojen olarak dagildigi, eksenel simetrik 1s1l yiiklere maruz kalan ve 1sil
dengeye ulastig1 diistiniilen kompozit bir silindir gémlegindeki sicaklik dagilimi pseudospektral Chebyshev yontemi
kullanilarak sayisal olarak incelenmistir. Silindir gdmleginde herhangi bir i¢ 1s1 iiretimi ya da tiiketimi olmayip
sicaklik degisimi ile mekanik ve 1s1l 6zeliklerinin degismedigi varsayilmistir. Sabit sicaklik sinir kosulu altinda iki
boyutlu pseudospektral Chebyshev yontemi kullanilarak elde edilen sayisal sonuglar r ve z eksenin orta noktalarinda
analitik ¢ézlimle karsilastirilarak yontemin dogrulugu Sekil 4’de gosterilmistir. Sekil 5°de ise silindir gdmlegin
tamamindaki sicaklik dagilimlar1 hem sayisal hem de analitik olarak sunulmustur. Hem r ekseni hem de z ekseni
boyunca 12 nokta kullanilarak elde edilen analitik ve sayisal sonuglar arasindaki en biiyiik bagil hata r ve z ekseni
igin sirast ile %0.1264 ve %0.05 dir. Sekil 5’de verilen analitik ve sayisal sonuglar incelendiginde eksenel yon
boyunca sicaklik dagilimi sinirlara yakin bolgelerde degisiyor olsa da eksenel yoniin biiyiik bir kisimda sicaklik
degisimi olmamaktadir. Bu durum analitik ¢6ziimiin elde edilmesi i¢in kullanilan sinir kosullari ile ilgidir. Daha
karmasik veya daha gergekei sinir kosullart sayisal ¢oziim kullanilarak elde edilebilir.
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Ikinci tip sinir kosulunda elde edilen sicaklik dagilimi ise Sekil 6°da ii¢ boyutlu grafik olarak sunulmustur. Farkli r
ve z noktalarinda r ve z ekseni boyunca sicaklik dagilimlar1 Sekil 7°de verilmistir. Sekil 7a ve 7b incelendiginde
silindir gémlegindeki r ekseni boyunca sicaklik farki silindirin {ist kismindan alt kismina gidildikge, z ekseni boyunca
da sicaklik farki silindirin i¢ kismindan dig kismin gidildikge azaldigi gdzlemlenmistir.
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SONUC

Bu makalede, SiC’iin takviye Al’nin ise matris olarak kullanildigi kompozit bir silindir gémlegindeki sicaklik
dagilimi sabit sicaklik siir sart1 altinda analitik ve numerik olarak incelenmistir. Seramik takviyenin metal matris
icerinde homojen olarak dagilmasi, silindir gomleginde kararli duruma ulasilmasi ve sabit sicaklik sinir kosullar
alinmasi nedeni ile kompozit malzemenin 1s1 iletim katsayis1 degerinin sicaklik dagilimi tizerine etkisi yoktur. Buna
ragmen problemin gegici rejimde incelenmesi ya da karigik tip sinir kosullarinda incelenmesi durumunda 1sil
iletkenlik degeri sicaklik dagilimi iizerine etkisi olmaktadir. Bu sebeple 1s1 iletim katsayisinin belirlenebilmesi igin
Halpin-Tsai malzeme modeli bu makalede anlatilmistir. Bu ¢alisma neticesinde

e Pseudospektral Chebyshev yonteminin, kompozit silindir gomleklerinde sicaklik dagilimin belirlenmesinde
alternatif olarak kullanilabilecegi gosterilmistir. Daha karmasik veya ger¢ege yakin sinir kosularinin
kullanildig1 problemlerin ¢éziimiinde hizli ve etkili oldugu kanaatine varilmistir.

e Sonlu uzunlukta Fourier Serisi ile elde edilen analitik ¢6ziimlerde bir miktar kabul edilebilir hata olusur. Bu
kosullar altinda Pseudospektral Chebyshev yontemi ile elde edilen sonuglarin maksimum bagil hatasi
9%0.1264 mertebesindedir.
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