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Ozet: Hesaplama biliminde bilgisayarm etkili ve verimli kullamlmasi ile beraber kismi tiirevli
diferansiyel denklemleri ¢6zebilmek icin kaynaklarda c¢ok cesitli metotlar sunulmustur. Bu
metotlarin bazilari analitik metot ¢oztiimii bulurken bazilar algoritma tabanli yaklasik ¢oziimii
bulan metotlardir. Bu caligmada, Sawada-Kotera denklemi g¢izgiler metodu ve radyal baz
fonksiyonlar1 yardimu ile agsiz ¢izgiler metodu kullanilarak ¢oziilmistiir. Elde edilen sonuglar
tizerinden de bu iki metot Karsilastirilmistir.

Anahtar kelimeler: Cizgiler Metodu, Agsiz Yontemler, Radyal Baz Fonksiyonlari

Solution of Sawada-Kotera Equation with Numerical Methods and Comparison of
Solutions

Abstract: Effective and fruitful use of computers in computing science, along with part of the
literature, many techniques to obtain the solution of differantial equations is presented. Some of
these methods, while achieving analytical technique and some of them algorithm based solution
techniques that approximate the solution. In this study, Sawada-Kotera equation is solved
using the method of lines and meshless method of lines using radial basis functions. These two
methods are compared on the obtained results.

Key words: Method of Lines, Meshless Method, Radial Basis Functions
1. Giris

Kismi diferansiyel denklemler, genelde tabiatin temel kurallarinin formiillestirilmesinde
ve matematigin uygulamali dali, fizigin matematiksel dali ve miihendislik bilimi
cozgiilerinin matematiksel ¢oziimlemesinde karsimiza gelmektedir. Cogu zaman bu
denklemlerin analitik metotlarla ¢6ziimii zor hatta miimkiin olmamaktadir. Bundan
dolay1 boyle denklemlerin sayisal olarak ¢éziimlerinin bulunmasi gerekebilir [1]. Kismi
tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri i¢in analitik ve sayisal olarak bircok metot
tanitilmistir. Genellikle bu tiir denklemlerin sayisal ¢oziimleri gerekmektedir, bunun
sebebi sayisal ¢oziimler bilgisayar ile uyumlulugu daha iyi olup, farkli algoritmalarla
istenilen sonuglara daha kolay ulasilabilmektedir [2]. Dogrusal olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in sayisal metotlarin calisilmast son yillarda hem
teori hem de pratik acisindan siklikla yapilmistir. Bilgisayar teknolojisindeki hizli
degismeyle birlikte sayisal metotlardaki ilerlemeler, miihendislik ve baska bilimsel
alanlardaki uygulamalarda karsimiza ¢ikan ve onceleri ¢oziimiinde zorlanilan kismi
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tirevli diferansiyel denklemlerin biiyiik bir kismimin simdilerde ¢oziilebilecek hale
gelmesi demektir [3].

2. Niimerik Yontemler
2.1 Niimerik Yontemlerin Genel Ozellikleri

Degisik kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimini bulmak igin sonlu farklar
metodu, sonlu elemanlar metodu, sonlu hacim metodu ve siir eleman metodu gibi
sayisal metotlar kullanilmistir. Bu metotlar alan1 6rgii (ag), 1zgara ya da aralarinda sabit
iletisim saglayan noktalarmn Ciimlesine ayristirir. Orgii yapisinda kullamlan birimlerin
isimleri onemsizdir. Bu yapilarin ¢oziim asamasina gecilmeden tanimlaniyor olmasi
onem arz etmektedir. Bu sayede oOgelerin (elemanlarin) veya 1zgaralarin kesisme
noktalar1 olan digiimler arasinda iliski kurularak uygulanacak olan niimerik metodun
formiillestirilmesi gerceklestirilmektedir. Sonlu farklar metodu, genelde standart
(kartezyen) koordinatlarda bolgenin  muntazam dikdortgenlere ayriklastirilmasiyla
bulunan noktalar tizerinde Taylor seri agilimi kullanilarak fark denklemlerinin ifade
edilmesini temel alir. Uygulamasi olduk¢a kolay olmasina ragmen 6zellikle muntazam
olmayan bolgelerin ayriklastirilmasi, bdlgenin ve problemin fiziksel sartlarinin ifade
edilmesi agisindan sonlu elemanlar metodu kadar etkili degildir. Sonlu elemanlar
metodu ve sonlu hacim metodu kompleks geometriyle miicadelede daha esnek olup ii¢
boyutlu problemlerde uygun agin elde edilmesi, ilgili verilerin yapisi ve bilgisayar
programlariin yazilmasi zorlayicidir [4]. Giiniimiizde mevcut gelistirilebilmis hali ile
sonlu elemanlar metodu, sonlu farklar metodu, sonlu hacim metodu gibi ag tabanli
metotlar yardimiyla durgun, hareketli, dogrusal ve dogrusal olmayan pek ¢ok problemin
¢oziimii bulunabilmektedir. Bu problemlerin ¢oziimiinde ulasilmak edilmek istenen
¢Oziimiin ekonomikligi ve dogrulugunu onemli Ol¢iide etkileyen dort kistas asagida
sirali sekilde verilmistir [5]:

1) Coziimlemelerde genellikle zamanin ¢ogu uygun bir 6rgii yapisinin olusturulmasina
harcanmaktadir. Orgii yapisi ¢dziimleme zamanmi ve duyarhiligmi énemli dlgiide
etkilemektedir. Glinlimiizde niimerik metotlarla ilgili arastirma noktalarindan bir tanesi
bu stirecin olabildigince kisaltilmasi ve ¢oziimleme duyarliliginin arttirilmasidir. Bu da
insan emeginin azalmasi ve bilgisayar kullaniminin ¢ogalmasi anlamina gelmektedir.

2) Biiyiik sekil degisimleri ile karsilasildiginda elemanlarin c¢arpilmasindan dolayi
hesaplanan degerlerin dogrulugu 6nemli 6lgiide diismektedir.

3) Herhangi bir geometri ya da kompleks bir geometri igin gatlak biiyiimesi probleminin
modelleme  ¢alismasi ve faz transformasyonun uygulanmasinda oldukga
zorlanilmaktadir.

4) Sonlu elemanlar metodu siirekli ortam mekanigini Kkullandigindan, malzeme
kirilmasindan dogan siireksizliklerde ogeler arasindaki baglarin kopmasi sebebi ile
sikintilar ortaya ¢ikabilmektedir.

Dort tanesi belirtilen hatalarin ve yetersizliklerin asgari diizeye diisiirilmesi i¢in ¢6zim
asamasinda ortaya cikabilen siireksizlik bolgelerinde birbirleriyle iliskisini kaybeden
ogelerin iligki kurmasini saglamak amaciyla Orgii yapisinin yeniden diizenlenmesi
gerekmektedir. Ayrica ¢6zlim asamasinda bagimli degiskende doniisiim yapma ihtiyaci
gerekmektedir. Bu durum islem duyarliliginda olumsuz etkilere sebep olur. Bu yiizden
¢Oziim asamasinda daha esnek ve siireksizligin s6z konusu oldugu problemlerde yeni bir
Orgii yapisinin olusturulmasini gerektirmeyen metotlarin gelistirilmesi ihtiyact hasil
olmustur. Bu sebeple 6nerilmis olan agsiz metotlarda bu ihtiyaglarin ¢ogu karsilanabilir
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durumdadir. Orgiisiiz metotlarda geometrinin modellenmesi rastgele dagilmis
diigiimlerle gergeklestiriliyor oldugundan bu diigiimler arasinda herhangi bir baglantinin
kurulmasina ve dolayisiyla ¢6ziim asamasinda yeni bir 6rgii yapisinin olusturulmasi
gerekmez [6,22].

2.2 Cizgiler Metodu

Kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ¢6zmede sikga kullanilan ¢izgiler metodu (MOL)
baska bir yontemdir. Bu metot, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin 6nemli
boliimiiniin (eliptik, parabolik ve hiperbolik, dogrusal ve dogrusal olmayan, bir, iki ve
ic boyutlu gibi) neredeyse tamamina uygulanabilir. Metot ilk 6nce Alman matematik
insan1 Erich Rothe tarafindan 1930'da parabolik tipteki denklemlerde uygulanmigtir
[7,21]. Sonralart fizik bilimindeki sinir deger problemlerini ¢ozmede kullanmak igin
matematikciler tarafindan gelistirilmistir [8,23]. Dogruluk ve bilgisayar maliyeti
acisindan, sonlu farklar metodundan daha etkili olan ¢izgiler teknigi, sonlu farklar
tekniginin daha 6zel halidir. Bu yontemde bagimsiz degisken x pozisyon (konum)
degiskenine gore ayriklastirildiginda t zaman degiskeni; t zaman degiskenine gore
ayriklastirilma yapildiginda ise x pozisyon degiskeni tek olarak birakilir. Ornek olarak;
Meyer yaptigi ¢alismalarda genellikle zamani ayriklagtirilarak problemi sinir deger
problemine indirgemistir [9,24]. Bu c¢alismada, x ayriklastirildiktan sonra problem
baslangic deger problemine indirgendi. Ayrica bilgisayar programlamlari yazmada
ortaya ¢ikan zorluk, Klasik adi tiirevli diferansiyel denklem ¢6zme programi yardimiyla
dusiiriilebilir.

2.3 Agsiz Yontemler

Ag tabanli metotlarda ortaya ¢ikan zorluklar, arastirmacilari geleneksel 1zgara tabanli
sayisal metotlara alternatif metotlar aramaya itti. Boylece agsiz metotlarin yeni dali
ortaya cikt1 ve ilk agsiz metot Yumusatilmis Parcacik Hidrodinamigi 1977'de Gingold
ve Monoghan tarafindan uzay fizigi problemlerinin benzetimi igin tanitildi [10,25].
Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde orglisiiz metotlarin (MM)
ozellikle geride kalan 20 yilda cazibesi artti ve onemli bir gelisim gosterdi. Agsiz
metotlarin (MM) en 6nemli 6zelligi ag ihtiyaci olmaksizin dagilmis diigiim ya da parca
kullanarak miimkiin olabilen sinir kosullarin biitiin tiirleri ile integral denklemleri ya da
kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin stabil sayisal ¢6ziim saglamasidir. Agsiz
metotlarda ¢6ziim bdolgesini modellemek ve ¢oziim asamasina gegilebilmek igin
modelleme sirasinda diigiimler kullanilirken diigiimler arasinda sonlu elemanlar metodu
ile karsilastirildiginda herhangi bir bagin olusturulmasina gereksinim kalmamaktadir.
Bu 6zellik agsiz metotlar i¢in ortaktir. Metotlarin agsiz olarak adlandirilmasmin nedeni
de budur. Simdiye kadar gelistirilen agsiz metotlarin biiyiik bir kismi, ¢ok boyutlu
kompleks alan i¢eren kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ozlimii i¢in radyal
baz fonksiyonlar1 yardimiyla kollokasyon agsiz metoduna dayanir. Bu calismada
cizgiler metoduna ve radyal baz fonksiyonlari kullanilarak agsiz ¢izgiler metoduna
kisaca deginilerek bazi 6zel denklemler kullanilarak bu iki yontem arasinda
kiyaslamalar yapildi. Bu kiyaslamalar cercevesinde problemlerin ¢dziimiine dair
yorumlarda bulunuldu.

2.4 Radyal Baz Fonksiyonlart (RBF)

Radyal baz fonksiyonlar1 (RBF), sayisal ¢6ziimlemede ve istatistikte genis kullanim
alanina sahiptir ve halihazirda matematikgiler i¢in faal bir ¢calisma alanidir. Radyal baz
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fonksiyonlar1 degerleri orijine olan uzakligina dayanan g¢ogunlukla ¢ok degiskenli
fonksiyonlardir. Oyle ki; ¢p(x) = ¢(r) € R, x € R"® ve r € R dir. Alternatif sekilde
{xj} ciimlesinde verilen noktalarin mesafesine dayanir ve ¢)(x — xj) = ¢(r;) € R dir.
¢(x) = ¢(llx|l,) kosulunu saglayan herhangi bir ¢ fonksiyonu radyal fonksiyondur.
17 = ||x = x|, normu genellikle Oklid normudur [11,26]. Burada bahsedilen radyal baz

fonksiyonlarin hepsinin taniminda ¢ parametresi bulunur. Bu ¢ parametresi sekil
degiskeni olarak isimlendirilir. Bu parametrenin radyal baz fonksiyonlariin sayisal
metotlara uygulanmada kullanildiginda ¢oziimde olduk¢a onemli bir etkisi vardir.
Bundan dolay1 ¢ sekil degiskeninin en uygun degerinin kullanilmasi olduk¢a dnemlidir.
Bu sekil degiskeninin belirlenmesi hala ¢alisilan ve hala ¢oziilemeyen bir problemdir
[12,27]. Radyal baz fonksiyonlari, ¢ok degiskenli fonksiyonlara tek degiskenli
fonksiyonlarin dogrusal bileseni ile yaklasmada kullanilan i¢in bir aragtir. Bu tip
yaklasimlarda esas fayda sudur; higbir sekilde orgii gerektirmez ve yiiksek boyutlular
icin keyfi geometri ile calisir. Cok kullanilan radyal baz fonksiyonlar1 asagidaki
cizelgede sunulmustur.

Cizelge 1. Cok kullanilan radyal baz fonksiyonlar1

Radyal Baz Fonksiyonlar d(r)
Coklu kuadrik (MQ) (r? + c2)1/2

Ters ¢oklu kuadrik (IMQ) (r? + c?)~1/?
Gauss merkezcil (GA) p—cr?

2.5. Yiiksek Mertebeden Adi Tiirevli Diferansiyel Denklemini Birinci Mertebeden Adi
Tiirevli Diferansiyel Denklem Sistemine Indirgeme

n. mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemi n adet birinci mertebeden adi tiirevli
diferansiyel denklemden meydana gelen bir sistem haline getirmek miimkiindiir.

y® =f(y,y,y", .., y@D) (1)

seklinde n. mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemi verilsin. (1) denklemini adi
tirevli diferansiyel denklem sistemi haline getirmek igin

( yi=Yy
2=y =Y
v3=y; =Yy"

3 : (2)

\Yn = Ypoq =y

olarak n tane degisken gerekir. Bunu yaparken en yiiksek mertebeden tiirev diginda,
yeni degisken olarak bilinmeyen fonksiyonlar ve tiirevleri tanimlanir. (1) denkleminde
bu yeni degiskenler yerine yazildiginda

Y™ = f(y1,¥2, V3 s Yn) ©)

seklinde yeni tanimlanan n adet parametreye bagl birinci mertebeden bir adi tiirevli
diferansiyel denklem sistemine ulasilir. Bu denklem ile y;,y,, ..., ¥,_1 den olusan grup
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. : (4)

k:)]r,l = f(yllyZIyS' ---:yn)

seklinde birinci mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklem sistemini meydana getirir.
3. Kullanilan Yontemler
3.1. Cizgiler Yontemi (MOL)

Cizgiler yontemi, bagimsiz degisken x konum degiskeni veya t zaman degiskenine
baglh kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yerine uygun sonlu fark denklemlerinin
yazilmasi sonucu olusan adi tiirevli diferansiyel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle
sonuca gidilen niimerik ¢oziim teknigidir. Bu c¢alismada, evolution denklemleri
incelenecektir. Evolution denklemlerini temsil etmesi bakimindan asagidaki (5)
denklemi dikkate alinarak ¢izgiler metodu (MOL) agiklanacaktir [13]:

ou Kazu
at  9x?

Q)

Burada u, x ve t'ye bagli bagimli degisken, t zamani temsil eden bagimsiz degisken, x
. . o o . . du . ,
pozisyonu temsil eden bagimsiz degisken ve K parametresi sabit sayidir. 5 wnuntye

gore kismi tirevini gostermektedir. (5) denklemi t degiskenine gore birinci
mertebedendir, ¢ilinkii t degiskenine gore en yiiksek mertebeden kismi tiirev birinci
mertebedendir. Benzer sekilde, (5) denklemi x degiskenine gore ikinci mertebedendir,
¢linkii x degiskenine gore en yiiksek mertebeden kismi tiirev ikinci mertebedendir. (5)
denkleminin ¢oziimiine gegmeden dnce kismi tiirevli diferansiyel denklem probleminin
ifadesini tamamlamak igin bazi ilave kosullarin tamimlanmasi gerekir. ilave yardimci
kosullarin sayis1 her bir bagimsiz degiskenin tlirev mertebesine gore belirlenir. (5)
denklemi t degiskenine gore birinci mertebeden oldugu igin bir tane kosul, x
degiskenine gore ikinci mertebeden oldugu i¢in iki tane kosul gereklidir. t, baslangic
deger degiskeni olarak isimlendirilir ve bir tane baslangi¢c kosulu gereklidir. x ise sinir
deger degiskeni olarak isimlendirilir ve iki tane sinir kosul gereklidir. Baslangi¢ deger
kosulu

ulx,t =tp) =ue(x), tp St <t (6)
seklinde ve sinir deger kosulu

{u(x = xp,t) = uy(t) )

<x<
u(x = x,0) = ug() TP T
seklinde tanimlansin. (5), (6) ve (7) denklemleri birlikte kismi tiirevli diferansiyel

denklem problemini teskil ederler. Bu problemin ¢izgiler metoduyla ¢oziimii asagidaki
sekilde aciklanir:
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xp, < x < x; araliginda x, = x; < xp <...< xy_1 < Xy = Xx; olacak sekilde N tane
diigim olsun. x; ve xy smir diigimler, x,,...,xy_1; i¢ digimlerdir. Cizgiler
metodunun temel diisiincesi, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerdeki pozisyon
tirevlerine sonlu fark esitlikleri ile yaklasabilmektir. Bunu yaptigimizda pozisyon
tirevleri artik pozisyon bagimsiz degiskeni ile ifade edilemez. Boylece sadece zaman
bagimsiz degiskeni kalir. Bir baska deyisle, asil kismi tiirevli diferansiyel denkleme adi
tiirevli diferansiyel denklem sistemi yardimiyla yaklasilir. Burada yasanabilecek asil
sikintt kismi tlirevli diferansiyel denklemi adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi ile
aciklamaktir. Bu yapildiktan sonra kismi tiirevli diferansiyel denklemin sayisal
¢oziimiinii bulmak i¢in baslangic deger adi tiirevli diferansiyel denklem sistemine
herhangi bir integrasyon algoritmasi uygulanabilir. Bu sekilde ¢izgiler metodunun en
belirgin 6zelliklerinden biri adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi icin var olan, iyi
tamiml1 sayisal metotlarin kullanilmasidir. Bu prosediirii yansitirken Oncelikle (5)
denklemindeki u,, pozisyon tiirevi yerine cebirsel yaklasimini girmek gerekir. Bu
durumda

Ui = 22U+ Uy
Uy = (AX)Z

(8)

sonlu fark esitligi kullanilacaktir. Burada i, 1zgara iizerinde x’in pozisyonunu anlatan
indeks, Ax ise 1zgara lizerinde x ekseni boyunca digiimler arasi uzakliktir. O zaman,
(5) denkleminin gizgiler metodu yaklasimi

du; Uiy — 2U + Ujq
=D <i<N 9
dt @z 0SS ®)

seklindedir. (9) denklemi adi tiirevli diferansiyel denklem sistemidir ¢ilinkii sadece bir
tane bagimsiz t degiskenini icerir. (5) kismi tiirevli diferansiyel denkleminin, (9) adi
tirevli diferansiyel denklem sistemine doniistiiriilmesi ¢izgiler metodunun esasidir.
Daha sonra kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimiinii bulmak igin adi tiirevli
diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinii bulmak gerekir. (9) denklem sisteminde
N tane baslangi¢ kosulu gereklidir ¢iinkii N tane adi tiirevli diferansiyel denklem igerir.
Bu kosullar, ayriklagtirmadan sonra (6) denkleminden

u(x, t=1t,) = u;(x) =up(x;),0<i <N (10)
seklinde bulunur. Ayn1 zamanda sinir kosullar

u () = up (6), uy (8) = (1) (11)

seklinde bulunur. (9), (10) ve (11) denklemleri, verilen kismi tiirevli diferansiyel
denklemin ¢izgiler yaklasimi olarak bulunur. Bu adi tiirevli diferansiyel denklem
sistemi uygun bir metotla ¢oziilerek elde edilen adi tiirevli diferansiyel denklem
sisteminin ¢ozimii

Uq (t)l uZ(t)) ey uN(t) (12)
seklindedir ki, bu fonksiyonlar i = 1,2, ..., N 1zgara noktalarinda u(x,t)'ye yaklasir

[14]. Baslangigta ele alinan kismi tiirevli diferansiyel denklem eger bir baslangig-deger
problemi ise sonugta olusan adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi de bir baslangic
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deger problemidir. Eger problem bir siir deger problemi ise sonugta olusan adi tiirevli
diferansiyel denklem sistemi de sinir deger problemidir [15].

3.2. Agsiz Metotlar

Agsiz metot (MM), tanimlanan alanda ag kurulmadan sistemin algoritmik denklemlerini
kurmaya calisan bir metod olarak tanimlanabilir. Agsiz metotlar problem bélgesinde
tanimli diigiim noktalarin1 kullanarak sinir sartlarini uygulayip problemi c¢ozer.
Dagilmis diiglimlere alan diigiimleri denir ve aralarinda ag olusturmazlar [16].  Sonlu
elemanlar metodunda oldugu gibi uygun olan ara deger bulma (interpolasyon) veya
yaklasik ¢Oziimii bulmak i¢in onceden ag tanimlanmasi gerekmemektedir. Standart
koordinatlarda u(x, t) fonksiyonu igin agsiz yaklagim

wVet) a0 = ) 90w (@ (13)

IE€S

seklinde tanimlanir. Burada ¢;: Q) — R sekil fonksiyonlari, u;'lar [ pargasinda x;
pozisyonundaki diigiim degerleri, S ise ¢;(x) # 0 olmak flizere I parcasindaki
diigtimlerin ciimlesidir. (13) formu sonlu elemanlar yaklagimina benzemekle birlikte,
u; # u(x;) oldugu icin (13) denklemindeki sekil fonksiyonlar1 sonlu elemanlar
metodunun aksine sadece yaklasim olup ara deger bulma degildir [17].

Sekil 1. Agsiz yontemler kullanilarak alani ayriklastirma
3.3. Radyal Baz Fonksiyonlart Yardimiyla Agsiz Cizgiler Metodu (MMOL-RBF)

Radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz ¢izgiler metodunu (1+1) boyutlu kismi
tirevli diferansiyel denklemler i¢in nasil uygulanacagindan bahsedilmistir.

3.3.1. Birinci mertebeden (1+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin
MMOL-RBF

Birinci mertebeden (1+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemlere radyal baz
fonksiyonlart yardimiyla agsiz ¢izgiler metodunu (MMOL-RBF) uygulamak igin
u = u(x, t) ve L pozisyon tiirev operatorii olmak tizere

ou

at+L(u)=0,xE.(2,t20 (14)

formundaki kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ele alalim. Simdi varsayalim Ki;
X1, Xz, ..., Xy diglimleri Q € R problem alanindaki merkezin cilimlesinde segilen
diigiimler olsun. Zaman bagiml kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin radyal baz
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fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz ¢izgiler metodunda sunulan fikirler asagidadir [18].
ul (x, t) yaklasik ¢oziimii

N
WV t) = ) 4O%(|lx - ) (15)
j=1

olarak verilebilir. Burada ¥ bazi radyal baz fonksiyonlari, x;’ler merkezdeki diigiimler
ve /’lj(t), j=1,2,..,N belirlenecek olan bilinmeyen katsayilardir. Benzeri olarakta
pOzisyon tiirev operatorii igin yaklasik ¢6ziim

N
L@ G 0) = ) 4L (¥(lx - 5)) (16)
j=1
olarak yazilabilir. (15) ve (16) denklemlerindeki yaklasimlar matris formunda
ulV = A7
{L(uN) = BA (17
olarak yazilabilir. Burada
uN = [ug (0, uz(®), - uy (D17 (18)
L) = [L(w, (), L(uz(0)), .., Lun ()] (19)
A= [4(), 2200, ., An ()] (20)

seklinde siitun matrisleri, A ise 4; j = W(”xi - xj”), i,j =1,..,N seklinde 6geleri olan
matris ve B ise B;; = L¥(||x; — x]])___,i,j =1,.., N seklinde Sgeleri olan simetrik
-]

olmayan matristir. (17) denklemleri kullanilarak
L(™) = Du (21)

olarak yazilabilir. Burada D = BA~1’dir. Radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla konum
degiskenine gore ayriklastirildiktan sonra, (14) kismi tiirevli diferansiyel denklemi

dui
—t—puN, i=1,...N 22
o ud, i=1,.., (22)

ile verilen adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi bulunur. (22) denklem sistemi uygun
bir adi tiirevli diferansiyel denklem ¢6zme metoduyla ¢oziiliir.

4. Uygulamalar

Bu béliimde Sawada-Kotera denkleminin ¢izgiler yontemi ve ¢oklu kuadrik (MQ), ters
coklu kuadrik (IMQ) ve gauss merkezcil (GA) radyal baz fonksiyonlari yardimiyla
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orgiisiiz ¢izgiler metodu ile ¢6ziimleri elde edilip, niimerik degerleri gizelgeler halinde
verilmistir. Ayrica metodun performansini degerlendirmek i¢in asagidaki hata normlari
kullanilmustir:

N
Ly = IV —ull, = [h) @ - u)?
i=1

— N — N
Leo = llu —ully,, = max u —u|

Burada u analitik ¢oziimii, u" niimerik ¢oziimii temsil eder. Konumda ve zamanda
noktasal yakinsaklik oranlarini hesaplamak i¢in asagidaki formiiller kullanilmistir:

log(”uanalitik - uhi”/”uanalitik — Up;, ”)
log(hi/his1)

log(”uanalitik - uti”/”uanalitik - uti+1 ”)
log(ti/ti+1)

Burada ugnaiisix analitik ¢oziimiiu,, Ve u., ise sirastyla h; ve t; adimlari ile niimerik
¢Oziimii temsil eder.

4.1. Sawada-Kotera Denklemi
us + auzux + ﬁuxuxx + YUUyx + Uyrxx = 0 (23)

denklemi ile Sawada-Kotera denklemini ele alalim. Burada «, 8,y sifirdan farkli keyfi
sabitler ve u = (x,t) yeterince tiirevlenebilen fonksiyondur. @ =45, f§ =y =15 ve
—15<x<15,0<t <1, N =11 alarak denklemi klasik ¢izgiler yontemini ve radyal
baz fonksiyonlar1 yardimiyla oOrgiisiiz ¢izgiler metodunun kullanarak ¢ozelim.
Denklemin analitik ¢oziimii

u(x, t) = 2k?sech?(k(x — 16k*t — x;)) (24)

seklindedir [19]. Burada k ve xg keyfi parametrelerdir. Bu ¢alismada k = 0.01,x, = 0
olarak alinmistir. Baslaging sart1 ise denklem (24)’den elde edilir.

4.1.1. Cizgiler Yontemi ile Coziim
Burada (23) denkleminin x degiskenini verilen aralikta N pargaya ayiralim.
x;=ih (i=12,..,N)

(

olup burada h = 15—T—15) ile hesaplanir. (23) denkleminde u,, Uyy, Uyyx V€ Uprxxx

ifadelerinin yerine sonlu fark yaklagimlarin1 yazarsak
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du‘ = f(u), i=12..,N (25)

seklinde t’ye bagli bir adi tlirevli diferansiyel denklem sistemi olusur. Olusan adi tiirevli
diferansiyel denklem sistemi MATLAB paket program araciligiyla Runge-Kutta
yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir [14]. Elde edilen sonuglar analitik ¢oziimle L, ve
L, hata normlarina gore kiyaslanarak Cizelge 2, Cizelge 3 ve Cizelge 4’te verilmistir.

4.1.2. Radyal Baz Fonksiyonlar: Yardimiyla Orgiisiiz Cizgiler Yontemi ile Coziim

Bu denklemin radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla 6rgiisiiz ¢izgiler metodu ile ¢oziimii
su sekildedir: oncelikle [—15,15] problem alaninda N degerine gore diizgiin aralikli
(uniform) diigim dagilimi yapilir. Bu ayriklastirma siirecinde yaklasik ¢6ziim
ul(x,t)’den, (17)’deki denklemlerden u" = AA yazlabilir. (23) denklemi x
degiskenine gore bir, iki, ii¢ ve besinci mertebeden tirevler icerdigi i¢in (21)
denkleminden

I{ =D, ulN
uxx = xxu
4 N (26)
L uxxx - xxxu
N
uxxxxx = DyxxxxU

elde edilir. (17) ve (26) denklemleri (23) denkleminde yerine yazilirsa

duN
% + a@M)2(Du™) + BDuN)(Dyx™) + ¥ WUN) (Dyrxt™) + Dygrzt™ = 0 (27)

denklem sistemine ulasilir. Ayriklastirma sonrasi baslangi¢ kosulu (24) denkleminden
u;(0) = 2k?sech?(k(x; — xo)) ,i=1,..,N (28)

olur. Boylece (23) ve (24) denklemleriyle ifade edilen kismi tiirevli diferansiyel
denklem problemi (27) ve (28) denklemleriyle ifade edilen adi tiirevli diferansiyel
denklem sistemi problemine indirgenmis olur. Bulunan bu adi tiirevli diferansiyel
denklem sisteminin ¢o6ziimii, dordiincii dereceden Runge-Kutta yontemi, ODE45
komutu ile MATLAB paket program araciligiyla elde edilmistir [14]. Elde edilen
sonuglar analitik ¢6ziimle zamanda noktasal yakinsaklik orani, L, hata normuna ve
Lo, hata normlarma gore kiyaslanarak sirasiyla Cizelge 2, Cizelge 3 ve Cizelge 4’te
verilmistir.
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Cizelge 2. Sawada-Kotera denklemi i¢in L, hata normu

Yontem  t = 0.001 t =0.002 t=0.01 t=0.05 t=0.1
MOL.Klasi 39581074998 15831606685 3,0495584895  6,1910363486  1,2421913912
3952% 10~14  7293x 10~13  5172x 10~12  5275x 10~°  2962x 108
MMOL.Ga 3311595664  1,0598727531 50539128688  2,0165151478  3,1232020864
61482x 1078  05454x 10~7 56254x 10~7  80510x 10~®  96560x 10~°
MMOL-MQ 21303217122 4.2660502357  2,1551272475 11392342505 24699942294
12969% 10~9  29185x 10~°  85653x 10~8  43211x 10~7  96117x 107
MMOL-IMo 27244620375 54305471304 26433956258  1,1617609822  2,0000950067
27260x 1078 01527 x 10~% 07828x 10~7  72734x 107® 35073x 107°
Cizelge 2. Sawada-Kotera denklemi i¢in zamanda noktasal yakinsaklik orani
Yontem dt L, L, Oran L L, Oran
. 3,0002828107 1,999918057 9,600700554237 1,00048009
MOL-Klasik  0.0004  gea19° 10-14 526170 670% 10-14 673645
14385336855 1,096055849 7,195635233558 1.09606367
MMOL-MQ 00004 ‘o757 10-7 625910 256% 10~8 2262671
1,3881552617 0,809719995 6,208019057128 0,80971999
MMOL-IMQ = 00004 505975 10-7 313131 272% 107 5313131
23454692649 0,672801736 1,049581465870 067280173
MMOL-GA ~ 0.0004  4q/555 10-6 081384 597x 1076 3209720
. 3,0002827460 1,999930653 9,600700554237 1,00004803
MOL-Klasik  0.0002  ggper 10-14 555113 670% 10~11 2015435
1,3878532813  1,092168404 6,942126946767 1,09217594
MMOL-MQ ~ 0.0002 53,15 10-7 454157 579% 10~8 1817379
1,3516365318 0,815519726 6,044702332075 081551972
MMOL-IMQ 00002 7191 10-6 896214 313x 107 6896247
22938797537 0,682373345 1,026495511917 0,68237334
MMOL-GA 00002 50/ 10-6 427745 511x 10-6 2623867
. 3,0002827460 1,999928186 9,600700554280 1,00004807
MOL-Klasik  0.0001  geecs  10-14 581897 002x 10~11 1386950
1,3878532804 1,092076489 6,942126942039 1,09208402
MMOL-MQ ~ 0.0001 70765 10-7 807672 017x 10~8 0401946
1,3516365304 0,815658134 6,044702326064 0,81565813
MMOL-IMQ ~ 0.0001 3190 10~ 644515 446% 1077 4644515
22038797414 0,682601912 1,026495506420 0.68260190
MMOL-GA ~ 0.0001 50826x 106 317292 497% 1076 9514949
. 21460435927 1,999990244 8,000519802571 1,00004015
MOL-Klasik  0.00005  jergs  10-14 197208 813x 10~11 2354496
1,3878532805 1,092030602 6,942126942665 1,09203812
MMOL-MQ ~ 0.00005 553,65 10-7 455948 652% 1078 9667741
13516365303 0,815727511 6,044702325637 081572751
MMOL-IMQ = 0.00005 07503, 10-6 264141 636x 10-7 1264141
22038797402 0,682717002 1,026495505888 068271699
MMOL-GA  0.00005 5165, 10-6 488768 579% 1076 8687448
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Cizelge 4. Sawada-Kotera denklemi i¢in L., hata hormu

Yontem t=0.001 t=0.002 t=0.01 t=0.05 t=0.1
MOL-K lasik 1,2346552134  2,4694628324  1.2353409818  9,7693942243  3,8555565963
4649%x 10710 8934x 1071°  9410x 10=°  7418x 107! 67256x 1010
MMOL-GA 2,3856574769  4,7428581462 2,2615914730 9,0237674692 1,3976115853
08867x 1078  30167x 10~8  07121x 10~7 10763x 10~7  38859x 10~°
MMOL-MQ 1,0655923663 2,1389398242 1,0780012879 5,6985123045 1,2355125744
73939% 10~° 7743%x 107° 22601x 1078 9670% 1078 64254x 1077
MMOL-IMO 1,2184168660 2,4286145117 1,1821624621 5,1955933091 8,9446967930
97943x 1078 43768x 1078  46380x 10~7  61116x 107  35045x 10~

5. Sonug ve Yorum

Cizelgelerden su sonug c¢ikarilmistir: Klasik ¢izgiler yontemi, radyal baz fonksiyonlari
yardimiyla orgiisliz ¢izgiler metoduna gore daha iyi sonuglar vermistir. Cizelge 3’ten
goriiliir ki: N sayisinin degisimi denklem sonucunda kayda deger bir degisiklik
meydana getirmemistir. Yani kiicik N degerleri ile zaman kaybi yasamadan es deger
dogrulukta sonuglar bulunabilir ki bu da yontemi ¢ekici kilan avantajlardan biridir. Bu
calismada, klasik cizgiler yontemi ve radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla orgiisiiz
cizgiler metodu hakkinda bilgiler verilerek Sawada-Kotera denklemine nasil
uygulanacagini géstermek i¢in uygulamalar sunulmustur. Elde edilen sonuglar L, ve L,
hata normlar1 ile zamanda noktasal yakinsaklik oranit hesaplanarak kiyaslamalar
yapilmistir. Klasik ¢izgiler yontemi ve agsiz ¢izgiler yontemi sonucunda olusan adi
tirevli diferansiyel denklem sistemi Runge-Kutta yontemi ile MATLAB paket
programlar1 araciligiyla ¢oziilmiistiir. E. Rothe tarafindan 1930°da gelistirilen klasik
cizgiler metodu [20] ile radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla orgiisiiz ¢izgiler metodu
karsilastirildiginda yararliliklarini $6yle siralayabiliriz:

1) Klasik cizgiler yoOnteminde tilirevlere sonlu farklar formiilii kullanilarak
yaklagilmigtir. Bu sirada problem ¢oziimii i¢in ag insa edilmistir ki bu ¢izgiler
yonteminin en bilylik dezavantajidir. Ciinkii bu siire¢ olduk¢a zaman alic1 ve zordur.
Buna ragmen radyal baz fonksiyonlari yardimiyla oOrgiisiiz ¢izgiler metodu ile
karsilastirildigina klasik ¢izgiler metodu daha hassas sonuglar vermistir.

2) Agsiz cizgiler yonteminde ise sekil fonksiyonu olarak ¢oklu kuadrik fonksiyonu
(MQ), ters coklu kuadrik fonksiyonu (IMQ) ve gauss merkezcil fonksiyonu (GA)
kullanilmistir. Radyal baz fonksiyonlar1 kullanilarak orgiisiiz ¢izgiler metodu ag tabani
gerektirmeden ¢oziim iretildigi i¢in daha kolaydir ve bu yontem bagka lineer olmayan
problemlere kolaylikla uygulanabilir. Ancak bu metotta karsimiza ¢ikan c sekil
parametresinin belirlenmesi ve A interpolason matrisinin terslenememesi yontemin
dezavantajidir.

3) Her iki yontemde de diisiik pozisyon digiim sayisina ragmen oldukga yiiksek oranli
dogrulukta sonuglar elde edilmektedir.

4) Yontemler pozisyon boyutundan bagimsizdir. Yani (N+1) boyutlu kismi tiirevli
diferansiyel denklemlere metot kolaylikla uygulanabilmektedir.
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